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PRESENTAZIONE

Questa tesi si colloca al termine di un’esperienza di tirocinio svolta in una classe 

quarta dell’Istituto Tecnico per Geometri “Pacinotti” di Bologna relativa 

all’introduzione del concetto di limite di funzione.

Il primo capitolo del presente lavoro contiene delle considerazioni sull’insegnamento 

della Matematica, con particolare attenzione alle problematiche approfondite dalla 

ricerca didattica relative all’apprendimento dell’argomento trattato.

Nel secondo capitolo viene analizzato il contesto nel quale è stato attuato il progetto, 

con particolare attenzione alla scuola, alla metodologia didattica del tutor e alla classe. 

Si propongono, anche, l’organizzazione dell’intervento didattico progettata 

inizialmente ed alcune considerazioni sulle modifiche apportate nel corso dello 

svolgimento del tirocinio.

Il terzo capitolo contiene una descrizione dettagliata dell’esperienza di tirocinio e 

delle riflessioni emerse durante lo svolgimento dell’attività. Viene poi presentata la 

discussione della verifica finale, contenente alcune considerazioni circa gli 

atteggiamenti emersi da parte degli studenti. Infine, vengono anche riportate 

considerazioni su alcuni aspetti del tirocinio svolto.

Nell’ultima parte della tesi sono riportate alcune conclusioni, soprattutto riguardo 

all’esperienza di tirocinio in generale.



CAPITOLO 1

Riflessioni su Didattica della Matematica e Nuove Tecnologie

Introduzione all’argomento di tirocinio

L’Analisi è un settore molto importante all’interno della Matematica. Attraverso 

l’Analisi sono stati risolti problemi di determinazione di aree sottese al grafico di una 

curva, di ricerca di rette tangenti e di punti “particolari” di una funzione. Essa entra 

prepotentemente anche in ambiti diversi, come l’Economia, la Chimica o la Fisica, per 

fare qualche esempio.

Come sostengono molti autori, l’Analisi ha occupato (ed occupa tuttora!) un posto 

rilevante anche in questioni di carattere filosofico, coinvolgendo i concetti di infinito e 

infinitesimo, continuità e convergenza, per dirne alcuni.

Il concetto di “limite”, essendo uno dei pilastri di questo settore, rispecchia a mio 

avviso un po’ tutti questi aspetti. Molti dei concetti basilari dell’Analisi si basano 

sulla definizione di limite, ad esempio, quelli di continuità, di derivata e di integrale.

Basti pensare che, sebbene le prime considerazioni si possano far risalire ad Eudosso e 

ad Archimede, una definizione rigorosa di limite si ha solo con Weierstrass nel XIX 

secolo: un cammino tortuoso lungo più di 2000 anni.

Nuove tecnologie

L’utilizzo delle nuove tecnologie nel processo di insegnamento-aprendimento si 

inserisce in una tradizione consolidata e legata all’uso di strumenti mediatori 

nell’attività didattica per comprendere meglio gli oggetti di studio.

In questo tirocinio sono state sfruttate, sebbene solo in parte, le varie potenzialità 

offerte dai CAS, con riferimento in particolare alla calcolatrice grafico-simbolica Ti-

92 Plus.

Attraverso questo strumento è stato possibile attuare un approccio di tipo 

costruttivista ai concetti dell’Analisi, soprattutto nella fase iniziale. 

Infatti, le calcolatrici grafico-simboliche permettono allo studente di costruire 

consapevolmente e attivamente il proprio percorso di conoscenza. 



In questo quadro il compito dell’insegnante è un po’ simile a quello del regista: 

proponendo dei “problemi”, deve fare in modo che lo studente si senta implicato nella 

loro risoluzione, ottenendo così che essi diventino “un problema dell’allievo” 

[D’Amore, 1999]. Lo studente, in questo modo, resta coinvolto personalmente in una 

“sfida cognitiva” [D’Amore, 1999]. Solo in questo modo lo studente produrrà delle 

congetture di cui sarà in grado di sostenere l’eventuale validità nei confronti degli altri 

(validazione). Attraverso questa “rottura del contratto didattico”, si può costruire la 

conoscenza. 

Infine, l’insegnante “ritorna” nella fase di istituzionalizzazione delle congetture 

emerse, come mediatore tra la conoscenza spontanea e quella scientificamente 

accreditata. 

La scoperta dello studente viene, dunque, discussa e validata diventando in questo 

modo una nuova conoscenza spendibile all’interno della classe. Tale conoscenza, 

cioè, entra a far parte del sapere ufficiale.

In questi casi (ci si riferisce alle cosiddette situazioni a-didattiche), l’insegnante “tenta 

sempre la devoluzione, cioè tenta di affidare agli allievi la responsabilità della 

costruzione della conoscenza di un certo sapere, suggerendo (implicitamente) loro di 

implicarsi personalmente nella costruzione” [D’Amore, 1999].

È importante, dunque, che il docente sia in grado di creare un ambiente-classe in cui 

ognuno si senta libero di formulare ipotesi e di preservarle dagli attacchi esterni.

Due importanti contributi allo studio delle proprietà delle nuove tecnologie sono 

quelli di Rabardel e Vygotskij. Il primo autore sostiene che, in generale, uno 

strumento tecnico ha due possibili interpretazioni; esso, infatti, è stato costruito 

secondo una conoscenza specifica che permette di realizzare certi obiettivi (si parla in 

questo caso di artefatto culturale) ma, oltre a ciò, è usato dal soggetto 

individualmente (a tal proposito si parla di strumento che non agisce solo sul mondo 

esterno, ma induce informazioni anche per l’allievo, ai fini dell’apprendimento).

Vygotskij, inoltre, afferma che un artefatto/strumento può rivestire un’altra e 

importantissima funzione che è quella di mediare significati relativi ai saperi che vi 

sono incorporati. Grazie allo stimolo dell’adulto (in questo caso l’insegnante), tale 

sapere può emergere ed essere esplicitato attraverso il linguaggio e attraverso le 

diverse forme di rappresentazione, per poi essere interiorizzato dall’alunno.

Le nuove tecnologie, dunque, incorporando dei saperi, possono rivestire un ruolo 

importante nell’azione didattica diventando mediatori nel processo di acquisizione di 



conoscenza, “offrendo all’insegnante l’opportunità di costruire ambienti di 

apprendimento adeguati alle esigenze degli studenti e agli oggetti di studio” 

[Bartolini Bussi, 2001]. L’artefatto, dunque, si deve trasformare in strumento che, 

oltre ad agire sul mondo esterno, apporta delle trasformazioni nella costruzione 

concettuale dello studente che passano attraverso la congettura, la verifica e la 

scoperta (…) (come già detto sopra).

Un’altra importante potenzialità di queste calcolatrici è legata alla varietà dei registri 

simbolici che, relativamente al caso dei limiti (e, quindi, delle funzioni), sono quello 

algebrico, grafico e tabulare (quest’ultimo, soprattutto, viene di solito trascurato nelle 

lezioni “tradizionali”).

Molti autori sostengono, infatti, che l’utilizzo di diversi significanti contribuisca 

favorevolmente alla costruzione di un concetto matematico. Importante è anche il 

coordinamento dei vari registri, soprattutto per permettere una reale differenziazione 

tra gli oggetti matematici e le loro rappresentazioni (si veda, a tal proposito, il 

“paradosso cognitivo” di Duval).

Di questo, comunque, parlerò più diffusamente negli altri paragrafi.

A queste tematiche è strettamente collegato lo studio di A. Sfard [Sfard, 1991] 

secondo la quale il processo di apprendimento di un concetto matematico è il risultato 

dell’interazione di due aspetti molto diversi, ma complementari, che lo caratterizzano 

(ognuno dei quali è evidenziato anche da particolari rappresentazioni semiotiche). 

Essi sono:

1 Aspetto strutturale, attraverso cui l’ente matematico è visto come un oggetto e 

in cui prevale una visione statica

2 Aspetto operativo, attraverso cui l’ente matematico è visto come un processo 

in una condizione più dinamica

L’autrice sostiene pure che spesso l’aspetto operativo è il primo passo verso 

l’acquisizione di conoscenze (che avviene attraverso le fasi di interiorizzazione, 

condensazione, reificazione).

A partire da queste tematiche, si cercherà, quindi, di favorire in classe un ambiente 

interattivo e comunicativo in cui lo studente sia motivato a diventare il protagonista 



del proprio apprendimento (in linea anche con lo stile d’insegnamento della tutor).

Registri semiotici

Come sostiene Duval, poiché gli oggetti matematici, al contrario di quelli reali, non 

sono direttamente accessibili alla percezione, le loro diverse rappresentazioni 

semiotiche rivestono un ruolo centrale nell’apprendimento.

Molti autori affermano, a tal proposito, che l’utilizzo di diversi significanti 

contribuisca alla costruzione del concetto matematico; infatti, nessuno di essi può 

descrivere da solo il concetto o darne una visione globale. Però, secondo Duval, “è 

l’oggetto rappresentato che conta e non le sue diverse rappresentazioni semiotiche 

possibili e la distinzione tra un oggetto e la sua rappresentazione è dunque un punto 

strategico per la comprensione della Matematica”. [Duval citato in Bagni, 1997]. In 

particolare, secondo l’autore citato, “non c’è noesi senza semiosi”, cioè proprio la 

varietà dei registri consente l’apprendimento concettuale di un oggetto matematico.

Nell’attività didattica è, dunque, importante assicurarsi dell’effettiva dimestichezza 

degli studenti nel tradurre da un registro all’altro e della loro consapevolezza di stare 

trattando “lo stesso significato pur operando con significanti diversi” [Cappuccio, 

2002]. Quest’ultima attività, soprattutto, viene spesso considerata dagli insegnanti 

come abituale e naturale, quando, invece, numerose ricerche dimostrano che la 

maggior parte degli allievi non la vive come spontanea. 

Importante è anche il coordinamento dei vari registri, soprattutto per permettere una 

reale differenziazione tra gli oggetti matematici e le loro rappresentazioni.

Varie ricerche hanno dimostrato anche che la scelta dei registri non è neutra (anche se 

si tratta di significanti relativi ad uno stesso significato) perché ognuno di essi porta 

con sé aspetti diversi dello stesso oggetto matematico e, soprattutto, informazioni 

parassite che spesso un docente non prevede, ma che effettivamente possono 

distogliere l’attenzione dal vero problema proposto. 

Le diverse rappresentazioni di un oggetto non sono, dunque, equisignificanti, ma 

hanno, ciascuna, caratteristiche particolari.

L’evoluzione dei vari registri è stata fondamentale nella storia dell’Analisi ed, in 



particolare, per il concetto di limite. 

Può essere interessante a tal proposito analizzare in parallelo le tappe storiche 

significative relative al concetto di “limite” e ai corrispondenti registri rappresentativi. 

Bagni [Bagni, 2001] effettua un’analisi che passa attraverso i seguenti punti focali:

1 Metodo di esaustione

2 La definizione di limite di Cauchy

2 La definizione di limite di Weierstrass

Per quanto riguarda il metodo di esaustione, bisogna dire che esso viene espresso 

inizialmente nel registro verbale, nella Proposizione 1 del libro X degli Elementi di 

Euclide. Più precisamente Euclide dice:

“Date due grandezze disuguali, se si sottrae dalla maggiore una grandezza maggiore 

della metà, e così si procede successivamente, rimarrà una grandezza che sarà 

minore della grandezza minore [inizialmente] assunta”

Il registro visuale viene poi usato, sempre da Euclide, per le dimostrazioni per 

esaustione. Nella proposizione 2 del libro XII, Euclide dimostra che due cerchi stanno 

tra loro come i quadrati dei diametri, utilizzando una figura che prevede la costruzione 

di un poligono inscritto e di uno circoscritto ad un cerchio assegnato (come in figura):



Fig. 1

Per il metodo di esaustione è possibile utilizzare anche il registro simbolico, come fa 

ad esempio Carruccio (citato in Bagni, 2001): 

“Siano G e G’ grandezze omogenee; vogliamo dimostrare che G = G’; siano A, B, A’, 

B’ omogenee con G e G’; per ogni A, B, A’, B’ sia A =A’, B = B’, A < G < B e

A’ < G’ < B’. Supponiamo di trovare A, A’, B, B’ con B – A = B’ – A’ qualsiasi. Per 

ogni e omogenea con A, B, A’, B’ possiamo trovare A, B, A’, B’ tali che B – A = B’ – 

A’ < e. Supponiamo che G < G’. Allora: G’ - G = d (d è omogenea con G e G’); ma A 

< G < G’ < B’, pertanto : B – A >  G’ - G = d e ciò è impossibile, essendo B – A < e (e 

è qualsiasi). Proviamo analogamente l’impossibilità di G > G’, dunque G = G’.

Bagni sostiene che con il metodo di esaustione non si può parlare ancora di “limite” in 

senso moderno.

All’inizio dell’Ottocento, con Cauchy, si ha una prima sistemazione della definizione 

di limite (e di infinitesimo) in senso moderno. Nel suo “Cours d’analyse” del 1821, 

Cauchy vuole fondare l’Analisi su definizioni rigorose e precise. Troviamo, infatti, la 

seguente proposizione: 

“Allorché i valori successivamente assunti da una stessa variabile si avvicinano 



indefinitivamente a un valore fissato, in modo da finire per differirne di tanto poco 

quanto si vorrà, quest’ultimo è chiamato il limite di tutti gli altri.

In geometria, la superficie di un cerchio è il limite verso il quale convergono le 

superfici dei poligoni iscritti, mentre il numero dei loro lati cresce sempre di più 

[…] ”

In realtà questa non è proprio una definizione rigorosa, ma sicuramente in Cauchy si 

rispecchia la posizione dell’Analisi moderna che vede nel limite uno fra i suoi concetti 

base.

Questa definizione adotta esclusivamente il registro verbale e, in generale, il concetto 

di limite del XVII secolo relativo a matematici come Cauchy appunto, ma anche 

Tacquet, Wallis e Mengoli è caratterizzato da tale rappresentazione.

Weiertrass fonda l’Analisi sui numeri Reali e arriva alla definizione formale e 

“rigorosa” del limite e di funzione continua. “Egli non considerò l’insieme dei numeri 

reali come dato a priori, come fece Cauchy, ma lo fondò assiomaticamente e, quindi, 

definì il limite usando la nozione di numero” [Gagatsis, 2003]. 

Con Weierstrass si passa, dunque, dalla concezione dinamica di limite (caratteristica 

della definizione di Cauchy,ad esempio, e in cui prevale l’aspetto procedurale) ad una 

statica, la cosiddetta definizione “epsilon-delta” nella quale il concetto di limite 

appare ormai nella sua natura di oggetto. 

Si passa, inoltre, da una concezione di infinito potenziale (come quella di Cauchy) ad 

una di infinito attuale.

Nella definizioni di Weierstrass entra prepotentemente il registro simbolico. Infatti, 

potremmo prendere come equivalenti alle sue definizioni di limite e di funzione 

continua, le seguenti:

( )( )( )( )( )( )( )eddee <-¹<-"$>" lxfcxcxx )(0

( )( )( )( )( )( )eddee <-<-"$>" )()(0 cfxfcxx

Visualizzazione 



La visualizzazione è una delle possibili rappresentazioni di un oggetto matematico; da 

alcuni autori è considerata anche la più efficace e la più intuitiva rispetto ad altri 

processi cognitivi astratti. 

In realtà, però, secondo Duval, essa necessita di un lavoro in più in quanto “non è 

possibile affidarsi per la loro utilizzazione all’interpretazione spontanea di figure e 

immagini” (si riferisce alle rappresentazioni grafiche). [Duval, citato in Bagni, 1997].

Fischbein, in particolare, si è occupato di questo aspetto fondamentale dell’attività 

didattica, attraverso la sua teoria dei concetti figurali. Per concetto figurale si intende 

una specie di “fusione tra concetto e figura” [Fischbein citato in Bagni, 1997]. 

Fischbein dice anche che “l’integrazione delle proprietà concettuali e figurali in 

strutture mentali unitarie, con una predominanza dei contenuti concettuali su quelli 

figurali, non è un processo naturale. Essa dovrebbe costituire una continua, 

sistematica principale attività del docente”. Dunque, anche se la visualizzazione può 

risultare efficiente in quanto intuitiva (in alcuni casi!), il suo utilizzo va costantemente 

monitorato dall’insegnante: un uso distorto può, infatti, portare a dei problemi o a 

delle misconcezioni.

Entrando nello specifico di questo tirocinio, Bagni [Bagni, 1997] ha effettuato una 

ricerca sui possibili problemi legati ad una introduzione dinamica del concetto di 

limite, basata particolarmente sul registro grafico e sull’uso di un linguaggio che 

mutua da quello naturale parole come “tende a” “approssima” “converge”. Tale 

presentazione, che rispecchia una concezione potenziale di infinitesimo, può portare a 

misconcezioni. In particolare Bagni (attraverso l’analisi dei risultati di alcune ricerche 

effettuate su un campione di 27 allievi di Liceo scientifico che avevano già affrontato 

in buona parte l’argomento dei limiti) parla di:

1) Misconcezione della funzione valutata nel punto 

2) Misconcezione delle funzioni costanti

Bagni ha interpretato tali problemi in questo modo:

1) A causa di una presentazione dinamica del limite mal interpretata e sostenuta 

dalla visualizzazione, gli studenti spesso non considerano il limite delle 



funzioni costanti, in quanto non riescono a vedere il “progressivo 

avvicinamento” della variabile x al punto nel quale si vuole calcolare il limite.

2) Spesso gli allievi interpretano il limite come il valore della funzione calcolata 

nel punto considerato. Nel caso in cui effettivamente i due valori non 

coincidono, essi dicono che si sta contraddicendo il teorema dell’unicità del 

limite.

Non bisogna, infatti, trascurare l’influenza dei modelli intuitivi sul processo di 

acquisizione delle informazioni; tali modelli, come nel caso esaminato, possono 

scaturire dal linguaggio usato e da alcune forme di visualizzazione portando, come 

affermato sopra, a misconcezioni. 

La visualizzazione, quindi, è uno strumento molto potente, ma a volte pericoloso, che 

va gestito con un’attenzione particolare da parte del docente perché può diventare 

fonte di dubbi e perplessità. 

Ribadendone, però, l’importanza riporto una citazione di Bagni che, con questa, 

conclude un suo articolo [Bagni, 1997]:

“La visualizzazione potrebbe essere considerata come un versatile, preziosissimo 

punto di partenza e come un indispensabile compagno di strada, nel rispetto 

dell’auspicabile varietà dei registri rappresentativi, per l’apprendimento graduale ed 

efficace di procedimenti, di concetti, di oggetti matematici. Il ruolo della 

visualizzazione potrebbe così trasformarsi da quello di scopo finale […] a quello di 

mezzo didattico potente, dalla straordinaria efficacia intuitiva. Un elemento centrale 

di quella fase dell’apprendimento che viene ad essere propedeutica rispetto 

all’astrazione che caratterizza la matematica.”

Si è accennato, nei paragrafi precedenti, al rapporto tra la visualizzazione e la 

conseguente concezione di infinito evocata. 

Le definizioni in matematica

L’argomento relativo alla definizione assume un ruolo importante all’interno della 

ricerca didattica in quanto può presentare (forse più di ogni altro) delle profonde 



rotture fra ciò che rappresenta la Matematica istituzionalizzata e quella che entra nei 

processi cognitivi.

La prima, infatti, è essenzialmente una teoria deduttiva che, a partire da nozioni 

primitive e da assiomi, ricava le proprietà di un concetto formale sotto forma di 

teoremi. Quindi, una “teoria che include i concetti di assioma, termini primitivi, 

regole inferenziali, definizioni e dimostrazioni” [Paola, 2000].

L’altra, che, usando un termine di Tall, potremmo definire matematica elementare e 

che forse è più legata alle forme di ragionamento “naturale”, è caratterizzata 

maggiormente da aspetti percettivi. 

Da queste poche parole risulta evidente che l’incontro fra queste due “prospettive” 

può generare dei conflitti e delle difficoltà cognitive non indifferenti.

Inoltre, si può comprendere come costruire un oggetto a partire dalla sola definizione 

possa essere molto difficoltoso per lo studente. Baruk, a tal proposito, ha affermato:

“Per lungo tempo si è creduto che recitando una definizione si rendesse utilizzabile il 

concetto così definito” [Bartolini Bussi citato in Grassi, 1997].

Molti pensano che i concetti vengano acquisiti principalmente attraverso le loro 

definizioni.

In quest’ottica, capita molto spesso di dare agli allievi delle definizioni di cui non 

hanno avuto un’adeguata esperienza. 

Molti autori affermano invece che “solo dopo aver effettuato varie e significative 

esperienze e aver raggiunto discrete competenze linguistiche per descriverle tramite il 

linguaggio naturale, ha senso proporre formalizzazioni graduali e ha senso 

richiedere l’uso di termini specifici per la matematica” [Paola, 2000].

Tenendo conto di tali considerazioni, anche in questo tirocinio è stato tentato un 

approccio costruttivista in cui la definizione ha rappresentato il punto di arrivo e in cui 

si è cercato di offrire agli studenti le condizioni e gli strumenti per la costruzione di 

significati.

In questo contesto molti autori tornano a parlare ancora una volta del ruolo delle 

nuove tecnologie; più precisamente Domingo Paola attribuisce ad esse un’importanza 

fondamentale, soprattutto quando esse si trasformano in strumenti nelle mani 

dell’alunno che, quindi, se ne appropria per apprendere e per costruire conoscenza.

La definizione degli oggetti matematici è, dunque, un’attività molto delicata che va 

seguita strettamente nelle sue varie fasi che passano attraverso l’esplorazione, la 

costruzione, la validazione e la comunicazione.



Il tema delle definizioni è particolarmente rilevante all’interno dell’Analisi, in 

particolare in relazione al concetto di limite. Infatti, si è discusso spesso su quale sia la 

definizione migliore di limite (ad esempio, la definizione formale di Weierstrass o una 

definizione sullo stile di quella di Cauchy e di Leibniz), soprattutto viste le numerose 

difficoltà presentate dagli studenti. 

Abbiamo, infatti, già visto che fino all’epoca di Weierstrass, il concetto di limite, 

legato essenzialmente al lavoro di Cauchy, è stato introdotto “mediante connotazioni 

di movimento continuo” [nota in Bagni, 1999]. Questa descrizione dinamica 

suggerisce una concezione di infinito e infinitesimo potenziale e in essa prevale 

l’aspetto di processo legato al concetto di limite. 

Ho già detto, infatti, nei capitoli precedenti, che il limite, come ogni altro oggetto 

matematico, è caratterizzato da due aspetti complementari: quello strutturale e quello 

procedurale.

La Sfard sostiene anche che spesso l’aspetto operativo è il primo passo verso 

l’acquisizione di conoscenze.

Con Weierstrass, invece, la definizione dinamica di limite viene totalmente spazzata 

via per lasciare il posto ad una definizione statica che coinvolge soltanto i numeri 

reali. Tale approccio è più vicino ad una concezione di infinito attuale e in essa 

prevale l’aspetto di limite come “oggetto”.

Come detto all’inizio del paragrafo, ci sono numerose ricerche che tentano di studiare 

quale sia l’approccio migliore a questo argomento, anche perché molte sono le 

difficoltà presentate dagli studenti che, spesso, pur eseguendo alla perfezione i calcoli 

di limiti, mostrano di non aver invece compreso bene che cos’è, in effetti, il limite di 

una funzione.

A tal proposito si è visto come gli allievi ritengano la definizione di Weierstrass 

artificiosa e come, spesso, non ne colgano il significato. Essa è una definizione molto 

elaborata che necessita di numerose spiegazioni da parte dell’insegnante e di cui gli 

allievi, soprattutto, non sentono la necessità.

Il dibattito relativo all’approccio migliore per introdurre i limiti, si riflette anche sulle 

varie posizioni assunte degli autori dei libri di testo; in Inghilterra, ad esempio, si 

preferisce un approccio dinamico fedele al modello di Leibnitz e Cauchy attraverso lo 

studio di tabelle costituite di opportune coppie di valori numerici. In tale approccio 

prevale l’aspetto di processo, collegato ad una concezione di infinito potenziale.



In Grecia invece è più diffusa la definizione di Weierstrass che, “astraendo 

dall’azione e dal tempo oscura l’aspetto di processo e mostra il limite come oggetto 

matematico”.[Malara, 2003] 

Ostacoli relativi al concetto di limite

In generale, durante l’intervento didattico, si è cercato di tener presente i possibili 

ostacoli legati alla comprensione del concetto di limite come analizzati da vari autori. 

Alcuni di essi possono essere così sintetizzati:

Ostacoli dovuti alla sovrapposizione tra linguaggio comune e linguaggio 

matematico, che sono all’origine di alcune misconcezioni. Ad esempio, le espressioni 

“ tende a”, “ limite”, “ si avvicina” e “converge”, appartenenti al linguaggio quotidiano, 

sono usate nell’ambito dell’Analisi, ma non esattamente nello stesso modo. 

Tali termini, infatti, sono equivalenti nell’ambito dell’Analisi, ma non lo sono nella 

lingua naturale. 

Più specificatamente Monaghan dice che:

“Approssima sembra rappresentare la più netta difficoltà per gli studenti, in quanto è 

un termine vago. Tende a è spesso visto come simile a si avvicina in un contesto 

matematico, sebbene il suo impiego quotidiano non suggerisca situazioni riferibili a 

limiti . Ad entrambe le frasi è data un’interpretazione dinamica. Converge può 

generare confusione in quanto il suo significato quotidiano è fortemente associato a 

linee convergenti. Molti studenti non riescono ad immaginare come una successione 

di limiti possa convergere. Il limite è spesso immaginato come punto di confine. 

Accade come per i termini di una successione, ad esempio 0,9 (9 periodico) con il 

termine più vicino dopo il confine, cioè 1. Gli studenti incontrano molte effettive 

difficoltà in questo misterioso balzo verso l’infinito”. [Monaghan, citato in Gagatsis, 

2003]

Cornu, lavorando sul significato delle espressioni limite e tende a sostiene che la 

prima ha un aspetto più concreto e più specifico per gli studenti, mentre la seconda 

(come anche per Monaghan) è più vaga. 

L’autore riporta a questo proposito alcuni esempi relativi ad affermazioni di alcuni 



studenti:

- dicono che la successione 0.9, 0.99, 0.999…. ha come limite 1, ma tende a 

0.999…..

2 dicono che la successione 1-1/n ha limite 1

3 dicono che la successione n2 tende all’infinito

Il linguaggio, però, è uno dei mezzi fondamentali per la costruzione dei concetti 

matematici; da qui nasce l’importanza dell’analisi delle eventuali misconcezioni cui 

esso può portare e la necessità di una “chiarificazione linguistica” [Gagatsis, 2003] da 

parte dell’insegnante. 

Nel mio tirocinio ho, infatti, dato molto peso al linguaggio, soprattutto nella fase di 

definizione formale del limite in cui ho cercato di mettere in parallelo il linguaggio 

intuitivo usato inizialmente con un più “rigoroso” linguaggio matematico.

Ostacoli legati alla simbologia, soprattutto relativamente alla definizione “epsilon-

delta” che risulta molto difficile e di cui non si capisce la necessità.

Ostacoli epistemologici legati al concetto di infinito, si parla a tal proposito di 

“Horror infiniti” che implica “il rifiuto dello status di operazione matematica di 

passaggio al limite, l’estensione dei metodi algebrici per il trattamento delle 

grandezze finite alle grandezze infinite, difficoltà di associare il passaggio al limite 

all’idea di avvicinamento, di movimento fisico” [Artigue, 2002].

Esso è collegato ad un rifiuto dell’infinito attuale, che si è riscontrato anche nella 

storia dell’Analisi, per essere poi superato con la teoria degli insiemi di Cantor.

Ostacoli dovuti ai concetti primitivi di limite o a quelli raggiunti in studi precedenti, 

cioè collegati a delle conoscenze spontanee o pregresse che hanno portato alla 

creazione di misconcezioni.



CAPITOLO 2

Il progetto di tirocinio

Riflessioni sull’insegnamento della matematica

La domanda che spesso sento porre dagli studenti é relativa al significato dello studio 

della Matematica nella scuola e, soprattutto, all’importanza o meno di imparare 

tecniche e regole per risolvere esercizi che poi, secondo la loro opinione, non 

serviranno mai nella vita di tutti i giorni. Da queste poche righe si capisce come sia 

diffusa un’idea ben precisa di questa materia, che da molti è vista come un insieme di 

regole inintelligibili, da memorizzare e applicare correttamente per arrivare alla 

risposta giusta.

Spesso, cioé, si ritiene che la Matematica sia soltanto un mezzo per riuscire a 

rispondere ai quesiti posti dall’insegnante, un mero artificio intellettuale fine a se 

stesso che, al di fuori delle mura scolastiche, perde completamente di validità.

Riflettendo su questa diffusa concezione, mi piacerebbe nel mio tirocinio e, in 

generale, in tutto il mio futuro percorso di docente, contribuire allo sviluppo di una 

visione diversa della disciplina. Gli studenti dovrebbero capire, innanzitutto, che la 

Matematica è necessaria non soltanto per chi continuerà i propri studi in tale 

direzione, ma anche per il futuro cittadino che avrà bisogno di comprendere alcuni 

aspetti della società in cui vive come, ad esempio, la gestione dei rapporti con le 

banche o lo svolgimento di attività che utilizzano le nuove tecnologie (le quali hanno 

forti basi matematiche). Ora cioè, più che in passato, ad ognuno di noi sono richieste 

sempre maggiori conoscenze matematiche.

La Matematica fornisce anche modelli interpretativi della realtà, sviluppando (come 

previsto dalle finalità del suo insegnamento descritte nei programmi Brocca) le facoltà 

logiche e intuitive, i procedimenti di astrazione e di formazione dei concetti, le 

capacità di ragionamento induttivo e deduttivo, l’attitudine alla precisione del 

linguaggio.

L’immagine negativa della Matematica è dovuta anche al fatto che essa rappresenta, 

da sempre, uno degli scogli più difficili da superare all’interno del percorso scolastico 

e che solo poche persone riescono ad affrontarla in modo vincente (ancora oggi, 

quando dico a qualcuno in cosa mi sono laureata, la gente mi guarda come fossi un 



alieno!). Affinché questo mito sia sfatato, innanzitutto diventano necessari gli studi di 

Didattica della Matematica che affrontano le varie problematiche relative ai processi 

di insegnamento-apprendimento. Inoltre, sarebbe importante far comprendere agli 

studenti che la Matematica è una scienza in continua evoluzione, il frutto del lavoro di 

molti uomini (appartenenti ad una comunità scientifica) e che solo attraverso i secoli è 

giunta alla forma in cui si trova adesso. Quindi, la Matematica non come “prodotto 

stantio eterno a-temporale” [Fandiño Pinilla, 2002], ma con una propria storia fatta di 

fatiche, insuccessi e continui aggiustamenti. Non una perfetta entità “platonica”, ma 

un prodotto del pensiero umano che, quindi, in forme che si sono evolute nel tempo, è 

parte integrante della nostra civiltà da sempre.

Bisognerebbe far comprendere agli studenti che la Matematica è cultura, al pari delle 

altre scienze umanistiche cui spontaneamente è attribuita importanza nel percorso 

culturale di ciascun individuo.

Lo studente dovrebbe, quindi, essere consapevole che sta “apprendendo per la vita” e 

per la costruzione di una propria identità, fatto questo che lo renderà un giorno un 

cittadino consapevole e in grado di poter scegliere (ciò, a mio avviso, è uno degli 

obiettivi più difficili e al tempo stesso importanti da realizzare).

Ripensando anche alla mia esperienza di alunna, credo che, purtroppo, far maturare 

una tale consapevolezza sia un percorso molto arduo, ma certamente il più proficuo.

Un docente dovrebbe lavorare proprio in questa direzione, cercando l’implicazione 

personale da parte dello studente ed utilizzando tutti i mezzi a sua disposizione per 

raggiungerla.

Quindi, un “apprendimento per sé, per la propria vita, per il proprio futuro” 

[D’Amore, 1999], come punto di partenza per le varie implicazioni del complesso 

sistemico insegnante-allievo-sapere, come salto verso nuovi sconfinati mondi 

dell’apprendimento.

Il contesto

Ho svolto il tirocinio presso il 4^ Gs dell’Istituto Tecnico per Geometri “A. Pacinotti” 

di Bologna, classe del corso sperimentale denominato “Progetto 5”.

Tale sperimentazione prevede al quarto anno tre ore di matematica e informatica 



settimanali che però, per questioni organizzative, sono state divise in 2 ore nel primo 

quadrimestre e 4 nel secondo.

Questa caratteristica “modulare”, a mio parere, influenza moltissimo lo svolgimento 

dell’azione didattica. Ho potuto, infatti, osservare che fare lezione una sola volta alla 

settimana per due ore ostacola lo svolgimento di attività che necessitano di maggiore 

tempo e di continuità. Inoltre, accade che argomenti già affrontati vengano dimenticati 

nel lasso di tempo abbastanza lungo che intercorre tra una lezione e l’altra e ciò 

costringe sistematicamente la professoressa a riprenderli con conseguente 

rallentamento del programma. 

Questo tipo di organizzazione richiederebbe, infatti, a mio avviso, un grosso lavoro a 

casa da parte degli studenti che purtroppo non sempre è svolto.

Fortunatamente, nel periodo del mio tirocinio ho avuto a disposizioni 4 ore di lezione 

a settimana.

La classe in cui ho svolto il tirocinio è costituita da 22 alunni, tutti maschi. 

Quest’aspetto, secondo me e anche secondo l’opinione della Tutor, la prof.ssa Rinaldi, 

ha influito molto sul comportamento della classe, che risultava sempre molto vivace e 

difficile da “trattenere” all’interno delle pareti scolastiche. 

In questo clima, quindi, spesso è stato (molto) faticoso svolgere una lezione.

Fra gli alunni, sei hanno riportato il debito in matematica al termine dell’anno 

scolastico precedente e due di essi, in particolare, hanno proprio deciso di 

abbandonare lo studio di tale disciplina in quanto ciò, di fatto, non impedisce di 

arrivare all’esame di maturità e di diplomarsi. 

Queste persone, come mi aspettavo, hanno, praticamente, vissuto in modo passivo 

l’esperienza di tirocinio, da spettatori, ed io non sono riuscita più di tanto a 

coinvolgerli.

Nella fase osservativa ho notato che, nonostante il tempo di attenzione dei ragazzi a 

volte sia molto ridotto, esso risultava assai proficuo. Gli alunni, infatti, si mostravano 

interessati agli argomenti di Matematica proposti e intervenivano continuamente nella 

spiegazione, ponendo domande che evidenziavano la loro voglia di capire e la loro 

curiosità. 

Purtroppo, come già detto, questo lavoro in classe non era accompagnato da un 

altrettanto fruttuoso studio a casa.

Il metodo di studio dei ragazzi non è, quindi, fra i migliori e alcuni di loro hanno 

buone capacità che non riescono a sfruttare a pieno. 



Ho anche notato che molti di loro faticavano ad usare autonomamente il libro di testo 

(fra quelli che ce l’avevano) e, in generale, ad organizzare uno studio a casa 

individuale.

L’atteggiamento partecipativo degli studenti, cui accennavo prima, è frutto di un buon 

lavoro della prof.ssa Rinaldi che si impegna continuamente per mantenere un ottimo 

rapporto con i suoi studenti basato sul dialogo e sulla comunicazione, creando in 

questo modo un ambiente-classe estremamente interattivo. 

Tale aspetto caratterizza costantemente lo stile didattico dell’insegnante, basato 

essenzialmente su lezioni frontali volte, quando possibile, alla costruzione comune dei 

concetti matematici proposti.

La professoressa, inoltre, segue nelle sue lezioni le linee generali del libro di testo in 

adozione (il Dodero-Baroncini per geometri) considerandolo un valido supporto 

didattico per gli studenti anche se poi, in realtà, pochi di loro lo utilizzano veramente 

come strumento didattico.

Il progetto

Di seguito presenterò la descrizione delle fasi del tirocinio, così come era stato 

progettato prima dell’intervento in classe.

Prerequisiti
1 Elementi di base di topologia: concetto di intorno e di intervallo in R.

2 Padronanza dei concetti di funzione, di dominio e di codominio di una 

funzione ( ),y f x x R= Î  

3 Elementi di base relativi alla lettura di un grafico di una funzione 

( ),y f x x R= Î

4 Saper risolvere disequazioni e sistemi di disequazioni algebriche (anche di 

grado superiore al secondo)

5 Elementi di base di geometria analitica della retta e delle coniche

6 Elementi di base relativi alle funzioni goniometriche

Obiettivi
In accordo con la programmazione didattica, sono stati ritenuti fondamentali i 



seguenti obiettivi:

1 Padroneggiare il concetto di limite di una funzione nei vari casi e saper 

verificare limiti servendosi della definizione

2 Saper valutare l’andamento di una funzione all’infinito o in un intorno di un 

punto

3 Conoscere, comprendere e saper utilizzare i teoremi fondamentali sui limiti

4 Saper riconoscere le forme indeterminate

5 Saper operare con i limiti: calcolare limiti immediati e non, utilizzare forme 

indeterminate

Organizzazione dei contenuti

FASE 1 A. Tempo previsto: 2 ore

Si vuole tentare un approccio in ambito costruttivista al concetto di limite 

basato sull’utilizzo della calcolatrice grafico-simbolica Ti-92Plus  (nel modo 

descritto nelle strategie di insegnamento), nella convinzione che questo possa rendere 

l’apprendimento più significativo.

Utilizzando i vari registri simbolici offerti dalla calcolatrice, si vuole attuare un 

percorso di costruzione di conoscenza in cui lo studente possa essere il soggetto 

attivo.

Tale percorso si sviluppa nelle seguenti fasi:

1 Esplorazione

2 Formulazione di congetture

2 Validazione e verifica delle congetture

Si partirà dal caso del limite finito di f(x) per x che tende a un valore finito.

Ad esempio, si prenderà in esame la funzione: 

22 1
( )

1
x x

f x
x
- -

=
- ; si nota che, con 

un’opportuna scomposizione, essa diventa: ( ) 2 1,  1f x x con x= + ¹ .

A questo punto, si analizzano in parallelo le due funzioni f(x) e ( ) 2 1g x x= + : dallo 

studio delle tabelle dei valori assunti da f(x) si constata che essa non è definita in un 

particolare punto x0 (cosa che gli studenti dovrebbero intuire poiché avranno già 



trattato le funzioni e i loro campi di esistenza). Questo non succede, invece, per g(x). 

In seguito, si studiano le tabelle dei valori assunti da f(x) e g(x) per x che si avvicina 

per difetto o per eccesso a x0. In entrambi i casi, ci si accorge che “i valori delle 

funzioni si avvicinano indefinitivamente ad uno stesso valore fissato” [Cappuccio, 

2002], che chiameremo l. Di seguito, si costruiscono le tabelle dei valori assunti da |f

(x)-l| e |g(x)-l| preso x “nelle vicinanze” di x0 e si nota che i valori assoluti di queste 

differenze si comportano allo stesso modo (possono cioè essere rese piccole a 

piacere), nonostante le due funzioni siano diverse (x0 non appartiene al dominio di f

(x), ma appartiene al dominio di g(x)).

A questo punto, attraverso le informazioni scaturite dalle tabelle, si passa ad una 

lettura “guidata” dei grafici delle due funzioni. Essi risultano indistinguibili nello 

schermo della calcolatrice, ma gli studenti non dovrebbero essere tratti in inganno, 

grazie al lavoro fatto precedentemente in ambiente Table (si evidenzierà come a volte 

ciò che “vediamo” può non corrispondere a verità). Questa attività si colloca, dunque, 

anche nell’ambito di una educazione alla lettura consapevole di un grafico.

FASE A 2. Tempo previsto: 2 ore

In questa fase verranno analizzati i casi di funzioni con asintoti orizzontali e 

verticali, procedendo esattamente nel modo descritto sopra, cioè ragionando, dove 

possibile, in termini di valori assoluti delle differenze |f(x)-l|. Successivamente, si 

passerà all’osservazione dei grafici. Anche in questo caso lo studio delle tabelle 

permetterà di effettuare una lettura consapevole, evitando di giungere a false 

conclusioni; la calcolatrice, infatti, traccia dei segmenti unendo i pixel che però non 

fanno parte del grafico della funzione (ad esempio, nel caso di una funzione fratta il 

cui denominatore si annulla in due punti, la Ti-92  plus  disegnerà due segmenti 

pseudo-verticali corrispondenti ai due asintoti). Questo problema può essere aggirato 

definendo le funzioni a tratti (si può cogliere questa occasione per ragionare sul 

concetto di dominio). Definire una funzione a tratti potrebbe essere utile per evitare la 

formazione di misconcezioni relative agli asintoti, concetto che non è però oggetto (se 

non in modo intuitivo) della presente trattazione.

FASE B. Tempo previsto: 6 ore

Al termine della prima fase gli studenti dovrebbero aver già maturato un’idea 



intuitiva del concetto di limite. Dunque, si procede ora ad un “riaggiustamento” delle 

osservazioni prodotte attraverso una fase di istituzionalizzazione, in cui l’insegnante 

deve costruire un ponte tra la conoscenza spontanea e quella scientificamente 

accreditata. Si arriva in questo modo ad un primo tentativo di formalizzazione, 

passando attraverso la definizione di limite data nel 1821 da Cauchy, che recitava in 

questo modo:

“Allorché i valori successivamente assunti da una stessa variabile si avvicinano 

indefinitivamente a un valore fissato, in modo da finire per differirne di tanto poco 

quanto si vorrà, quest’ultimo è chiamato il limite di tutti gli altri”

Tale definizione, ancora molto intuitiva, porta con sé un’idea di “movimento”, 

riallacciandosi naturalmente alle analisi e costruzioni fatte precedentemente nel 

registro tabulare, in cui prevale l’aspetto di processo legato al concetto di limite.

Lo scopo è quello di arrivare successivamente alla definizione “epsilon-delta” di 

Weierstrass nella quale il concetto di limite appare ormai nella sua natura di oggetto.

Verrà proposta, dunque, la definizione “rigorosa” relativamente ai casi esaminati nelle 

sai lezioni precedenti. Quindi:

1 Limite finito per x che tende ad un numero

2 Limite finito quando x che tende ad infinito

2 Limite infinito per x che tende ad un numero

Per quanto riguarda il caso di limite infinito per x che tende ad infinito, si studieranno 

funzioni note, come parabole o funzioni esponenziali e logaritmiche (in modo analogo 

a quello descritto nelle fasi precedenti).

Giunti ormai alla definizione formale di limite, si mostreranno alcuni esempi (sempre 

attraverso l’utilizzo della calcolatrice) di funzioni definite in un punto, delle quali non 

è però possibile calcolare il limite in quel punto. Si vedrà, infatti, che non si potranno 

costruire i valori assoluti delle differenze come negli esempi visti in precedenza e che, 

quindi, si potrà ricercare il limite di una funzione solo in punti x0 tali che, in un 

intorno comunque piccolo di esso, cadano infiniti punti del dominio. Da qui sorgerà 

l’esigenza di definire che cosa s’intende per punto di accumulazione in R.

Al termine di questa fase, si dedicherà un po’ di spazio alle operazioni di 



verifica di limiti mediante la definizione, relativamente ad alcuni casi significativi, 

con lo scopo di “consolidare il significato della definizione e di favorire negli allievi 

la comprensione degli stessi teoremi e farne apprezzare la generalità” [Malara, 2003] 

(gli esempi riguarderanno la risoluzione di disequazioni algebriche elementari per non 

appesantire la trattazione con ulteriori possibili difficoltà). In particolare, si 

presenteranno esempi relativi a funzioni che dovrebbero essere ormai note agli 

studenti (funzioni omografiche, rette e parabole) in modo da confrontare la correttezza 

del risultato con la rappresentazione grafica.

Al fine di non associare il concetto di limite di una funzione in un punto alla 

convinzione di una certa “regolarità” della funzione stessa, successivamente si 

analizzeranno casi in cui, al tendere al punto 0x ,i valori della funzione si stabilizzano 

su due numeri diversi, a seconda che ci si avvicini al punto da sinistra o da destra (in 

cui la regolarità cui si accennava sopra non è più “assoluta”). Si introducono, quindi, i 

concetti di “limite destro” e “limite sinistro”.

FASE C. Tempo previsto: 8 ore

In questa fase saranno enunciati i teoremi fondamentali dei limiti e i teoremi sul 

calcolo dei limiti, di cui verranno presentate solo le dimostrazioni più semplici (per le 

ragioni espresse nel paragrafo relativo alle strategie di insegnamento). In particolare, 

si soffermerà l’attenzione su alcuni casi particolari in cui questi teoremi perdono di 

validità, in quanto vengono a cadere alcune delle ipotesi. Questa sarà un’occasione per 

riprendere alcune considerazioni relative alle dimostrazioni dei teoremi; sono note a 

tutti, infatti, le difficoltà che gli studenti incontrano nelle dimostrazioni (difficoltà nel 

ragionamento deduttivo, difficoltà legate a fattori metacognitivi, al linguaggio e alla 

corretta interpretazione del testo del teorema).

Successivamente si introducono le forme indeterminate, ricorrendo, dove possibile, 

alla costruzione di opportune tabelle e alla visualizzazione.

A questo punto è possibile passare alla trattazione di alcuni “limiti notevoli” 

( 0
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senx
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+
), la cui verifica (relativamente al secondo caso) sarà 

presentata attraverso l’uso del registro tabulare.

In questa fase si presenteranno esercizi significativi nei quali dover applicare in modo 



opportuno le proprietà esaminate.

FASE D. Tempo previsto: 2 ore

La quarta fase è dedicata alla valutazione che rappresenta un aspetto molto 

importante dell’insegnamento.

Essa, infatti, permette di verificare “l’efficacia di un intervento educativo e il profitto 

di un allievo” [Fandiño Pinilla, 2002]. La valutazione può, dunque, essere utile per 

capire se è necessario o meno apportare dei cambiamenti all’organizzazione dei 

contenuti proposti e alle “metodologie del lavoro in aula” [Fandiño Pinilla, 2002]. 

Attraverso la valutazione è possibile comunicare agli studenti ciò che per noi è 

importante nell’apprendimento. Questo “strumento” può offrire, quindi, grossi 

vantaggi per quanto riguarda il monitoraggio del complesso sistemico allievo-

insegnante-sapere.

Verranno dedicati, dunque, alla valutazione momenti durante tutto l’intervento in 

classe.

Più precisamente:

Valutazione formativa

La valutazione formativa verrà condotta attraverso l’osservazione attenta degli 

interventi degli studenti nelle discussioni di classe, momenti molto significativi in cui 

gli allievi possono assumere ruoli attivi rivelando apertamente le proprie idee. Si 

prevedono anche colloqui orali, nella convinzione che rappresentino uno strumento 

per la valutazione di processi, strategie, capacità comunicative ed argomentative dello 

studente.

Agli studenti saranno fornite, inoltre, delle schede di lavoro in itinere da svolgere in 

classe (prevedendo il ricorso al lavoro di gruppo), delle quali si effettuerà la 

discussione e la sintesi in classe. In particolare, esse sono previste:

1 Alla fine della FASE 1 A, in cui le schede conterranno esempi simili a quelli 

trattati: 

verranno presentate delle funzioni con relativo grafico e gli studenti, 

utilizzando una calcolatrice scientifica Ti-92  plus , dovranno costruire delle 

tabelle in modo analogo a quello descritto nella fase FASE 1 A.



1 Alla fine della fase FASE B, in cui le schede prevederanno esercizi relativi alla 

verifica di limite tramite ricorso alle varie definizioni viste.

2 Nella FASE C, in cui le schede verteranno intorno ai teoremi proposti, con 

particolare attenzione alla lettura e al significato di enunciati di teoremi con 

ipotesi mancanti; saranno proposti anche semplici esercizi di calcoli di limiti.

3 Alla fine della FASE C, in cui le schede conterranno esercizi relativi alle 

forme indeterminate e ai limiti notevoli.

Valutazione sommativa

Nella parte finale del tirocinio è prevista una prova conclusiva composta da quesiti 

relativi alla parte teorica degli argomenti affrontati e da esercizi da svolgere in cui 

dover applicare le conoscenze acquisite.

Introduzione al tirocinio

L’attività progettata insieme al supervisore e al tutor non è stata modificata 

nelle linee generali nella pratica sul campo.

Sicuramente la fase iniziale, quella prevista per l’introduzione del concetto di limite, 

che si è conclusa con la sua definizione formale, ha richiesto più tempo del previsto; 

infatti, mi sono scontrata direttamente con le varie problematiche studiate nelle 

ricerche di didattica inerenti a questo argomento.

Questo mi ha costretto a rivedere la programmazione stabilita; in particolare, ho 

dovuto eliminare la trattazione dei limiti notevoli, fermandomi ad una fase iniziale del 

calcolo dei limiti.

Oltre a questo, lo svolgimento dell’azione didattica è stato rallentato a volte dalle 

difficoltà riscontrate dagli studenti nel gestire conoscenze pregresse che io avevo dato 

come prerequisiti; mi riferisco in particolare alla risoluzione di equazioni e 

disequazioni algebriche e ad alcuni elementi base sulle funzioni (come il 

riconoscimento di alcune funzioni note o l’individuazione di funzioni a partire dalla 



loro rappresentazione algebrica).

Inoltre, prima del mio intervento, la Tutor, professoressa Rinaldi non è riuscita a 

trattare le funzioni esponenziali e logaritmiche. 

In questo modo la casistica degli esempi analizzati è stata molto ridimensionata, 

riducendosi in pratica alla trattazione delle sole funzioni polinomiali e polinomiali 

fratte.



CAPITOLO 3

Il progetto di tirocinio

FASE A

In questa prima fase del tirocinio ho cercato, come accennato nei paragrafi 

precedenti, un approccio in ambito costruttivista al concetto di limite basato 

sull’utilizzo della calcolatrice grafico-simbolica Ti-92  Plus , nella convinzione 

della sua efficacia e significatività per l’apprendimento.

Utilizzando i vari registri simbolici offerti dalla calcolatrice, ho cercato di attuare un 

percorso di costruzione di conoscenza in cui lo studente potesse essere il soggetto 

attivo, percorso articolato nelle seguenti fasi:

3 Esplorazione

4 Formulazione di congetture

5 Validazione e verifica delle congetture

Ho, quindi, cercato di coinvolgere il più possibile gli studenti facendo in modo che lo 

svolgimento della lezione avvenisse con il loro fattivo contributo; ovviamente gli 

interventi sono stati stimolati anche dalle mie domande.

Purtroppo l’Istituto Pacinotti non dispone delle Ti-92  Plus , quindi tale strumento è 

stato usato soltanto come mezzo di proiezione; ho fornito agli studenti delle schede da 

svolgere singolarmente o in gruppo, da completare anche come momento di sintesi.

Devo dire, innanzitutto, che gli allievi si sono mostrati molto interessati e incuriositi 

da una situazione didattica basata sull’utilizzo di questa “nuova tecnologia” 

(probabilmente perché per loro rappresentava una novità) e ciò ha influito 

positivamente sulla loro partecipazione.

Gli interventi degli studenti, sono stati, infatti, il filo conduttore di questa parte 

introduttiva (e non solo).

I ragazzi non sapevano di preciso quale argomento avremmo affrontato insieme; ho 

solo precisato che sarebbe stato approfondito ulteriormente il discorso sulle funzioni, 

iniziato dalla classe insieme alla Tutor.

Inizialmente gli studenti erano un po’ sospettosi nei miei confronti, a causa dei miei 



continui tentativi di coinvolgerli. Molti di loro, infatti, avevano timore di sbagliare e 

soprattutto di essere giudicati da me (anche perché era il nostro primo incontro nella 

veste di allievi-insegnante). Alcuni hanno mostrato palesemente sfiducia nelle proprie 

capacità, cosa che li ha portati, in un primo momento, a non intervenire nelle 

discussioni, dandosi come sconfitti in partenza.

Poco a poco, però, gli studenti hanno capito che non stavo lì per giudicarli, ma che mi 

interessava realmente ciò che avevano da dire. Una volta appurato questo, molti di 

loro hanno cominciato a “mettersi in gioco” partecipando attivamente ai dibattiti 

emersi in classe.

Così, attraverso la calcolatrice ho proposto quattro esempi di funzioni riconducibili ai 

4 possibili casi di limite.

In questo modo siamo partiti dal caso del limite finito di f(x) per x che tende a un 

valore finito

Più precisamente abbiamo preso in esame le funzioni 2
4
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 e 2)( += xxg .

Innanzitutto, trattandosi di un argomento che avevano affrontato da poco, ho 

approfittato per fare un po’ di ripasso sulle funzioni per testare il grado di 

comprensione della classe. Abbiamo fatto, quindi, delle considerazioni circa il 

dominio di ciascuna di esse e sul probabile grafico. 

Gli studenti hanno notato subito che, con un’opportuna scomposizione del 

numeratore, la prima funzione può essere scritta come:  x con  xxf 22)( ¹+= . 

Alcuni hanno anche detto che diventava identica all’altra, omettendo di considerare il 

dominio della funzione f(x).

È stato interessante vedere come, dopo un po’ di tempo, gli studenti provassero gusto 

nell’intervenire e nell’esprimere la propria opinione a proposito degli argomenti 

trattati. Soprattutto, dopo aver esposto le loro congetture (alcune delle quali nate di 

risposta alle mie sollecitazioni, altre spontaneamente), si mostravano molto interessati 

alla verifica della loro validità, come si trattasse di un gioco stimolante. Questo è stato 

molto positivo; gli studenti, infatti, hanno partecipato attivamente alla discussione con 

interventi pensati e argomentati e comunque sembravano motivati ad apprendere cose 

nuove e cose già trattate, ma che non ricordavano, o che non avevano ben compreso.

A questo punto abbiamo confrontato le due funzioni citate sopra. Mediante la 



calcolatrice ne abbiamo disegnato il grafico, anche per verificare alcune ipotesi fatte 

dagli allievi. Ovviamente il grafico risultava, dal punto di vista percettivo, lo stesso 

per entrambe; ho chiesto se effettivamente fosse così. La maggior parte degli allievi 

allora ha risposto che in realtà “le 2 equazioni rappresentano la stessa retta, ma nel 

primo caso essa presenta un buco”.

Siamo passati, poi, allo studio delle tabelle dei valori assunti dalle due funzioni: 

ragionando su di esse, abbiamo constatato che f(x) non è definita nel punto x0 = 2 

(come già era emerso dalle discussioni precedenti). Questo non succede invece per g

(x).

In seguito, ho condotto gli studenti a congetturare che cosa succede “vicino” al punto 

x0 che è escluso dal dominio della prima funzione. Come verifica, abbiamo analizzato 

le seguenti tabelle dei valori assunti da f(x) e g(x) per x che “si avvicina per difetto o 

per eccesso a x0”:

Fig.2

I ragazzi hanno notato immediatamente che, in entrambi i casi, “i valori delle funzioni 

si avvicinano indefinitivamente ad uno stesso valore fissato” [Cappuccio, 2002], che 

abbiamo chiamato l e che è stato individuato anche grazie ad una scansione sempre 

più fine della tabella. 

Partendo da questa analogia di comportamento delle due funzioni, abbiamo cercato di 

capire “come” i loro valori si avvicinano ad l per valori di x che si avvicinano a x0.

Per questo abbiamo costruito (sotto mio suggerimento) le tabelle dei valori assunti da 

|f(x)-l| e 

|g(x)-l|, considerato x “nelle vicinanze” di x0. 



Osservando la seguente tabella:

Fig.3

gli allievi hanno affermato che i valori assoluti delle differenze si comportano allo 

stesso modo, cioè essi diventano sempre più piccoli, nonostante le due funzioni siano 

essenzialmente diverse.

A questo punto, a partire dalle informazioni scaturite dalle tabelle, siamo tornati ad 

una lettura “guidata” dei grafici delle due funzioni. Essi risultano indistinguibili nello 

schermo della calcolatrice, ma i pochi studenti che non avevano colto subito la 

differenza non sono poi tratti in inganno, grazie al lavoro fatto in ambiente Table 

(abbiamo sottolineato come, a volte, ciò che “vediamo” può non corrispondere a 

verità).

In modo analogo, abbiamo analizzato la funzione 52
13
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xf
 (per il caso di limite 

finito per x che tende all’infinito).

Anche in questo caso siamo partiti dall’individuazione del campo di esistenza della 

funzione; successivamente, abbiamo usato la calcolatrice per tracciarne il grafico; 

come già detto, i ragazzi non sapevano di che funzione si trattasse e alle mie domande 

a riguardo molti hanno tentato di indovinare (qualcuno ha parlato anche di retta!), 

mostrando poca dimestichezza nel riconoscere funzioni note. La calcolatrice Ti-

92Plus  mostra una schermata del tipo:



Fig.4

Fortunatamente, senza neanche il mio intervento, la maggior parte dei ragazzi ha 

notato che questo grafico ha “qualcosa che non va” perché disegna un tratto che non 

appartiene alla funzione (l’asintoto). Ho spiegato agli studenti che la calcolatrice 

unisce i pixel; quindi, ho chiesto loro un metodo per aggirare l’ostacolo. A nessuno è 

venuto in mente che la soluzione stava nel definire la funzione a tratti (anche questa è 

sembrata una cosa nuova); ho colto questa occasione per ragionare ulteriormente sul 

concetto di dominio. 

Inoltre, come alcuni autori sostengono, definire una funzione a tratti può essere utile 

per evitare la formazione di misconcezioni relative agli asintoti, concetto che non è 

stato oggetto (se non in modo marginale) di questo tirocinio.

Riferendosi all’asintoto della funzione considerata, la maggior parte degli studenti ha 

usato espressioni del tipo “la funzione ci arriva vicino, ma non lo tocca”. 

Basandomi anche su quanto affermato da Bagni in alcune sue ricerche [Bagni, 1998], 

ritengo che questo tradisce una concezione intuitiva dell’infinitesimo potenziale. C’è 

stato anche il caso isolato di un ragazzo che è intervenuto dicendo che: “Sì, ma prima 

o poi lo raggiungerà!!??”.

Questo “tentativo ingenuo di immaginare la conclusione del procedimento di 

progressiva diminuzione della distanza tra la curva e l’asintoto” [Bagni, 1998], 

potrebbe rivelare la convinzione che “un’indefinita riduzione di una quantità finita 

porti necessariamente all’annullamento di tale qualità”.

Successivamente, prendendo come pretesto la limitatezza dello schermo della 

calcolatrice, ho chiesto ai ragazzi cosa pensavano che succedesse al di fuori di esso, 

cioè per valori della x “molto grandi o molto piccoli”. Come al solito i ragazzi hanno 



formulato le loro congetture a riguardo che siamo poi andati a verificare analizzando 

le tabelle seguenti:

   

          

Fig.5 Fig.6

Gli studenti hanno, dunque, affermato che la funzione “si stabilizza” vicino a 1,5.

Analogamente al caso precedente, abbiamo studiato il comportamento di |f(x)-l| 

arrivando alle stesse conclusioni.

Abbiamo poi attuato un percorso analogo per gli altri due casi di limite di funzione, 

prendendo in esame le funzioni 

3)(g e 
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x
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Come detto all’inizio di questo paragrafo, ho distribuito delle schede ai ragazzi da 

completare sia rispondendo alle domande che sono emerse nella discussione, sia 

riproducendo i grafici delle funzione viste, sia completando le tabelle di valori. 



Questo ha permesso ai ragazzi di seguire più agevolmente la lezione e a me di avere 

elementi circa cosa essi fossero in grado di “riprodurre” graficamente.

È interessante osservare come spesso gli studenti vedano cose diverse da quelle che 

l’insegnante immagina.

Nel caso di limite finito, in relazione a |f(x)-l| hanno scritto espressioni quali “diventa 

sempre più piccolo man mano che x si avvicina ad l”, “ si avvicina a 0 ma non lo 

raggiunge mai”, 

Alla fine di questa parte introduttiva, per sintetizzare un po’ il lavoro fatto, siamo 

arrivati a dire che:

1) “Per x che si avvicina per difetto o per eccesso a 2, 2
4
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 si avvicina 

sempre di più a 4 e |f(x)-4| diventa sempre più piccolo”

2) “Per valori di |x| molto grandi, 52
13
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 si avvicina sempre di più a 2

3

 e 

|f(x)- 2
3

| diventa sempre più piccolo”

3) “Per x che si avvicina per difetto o per eccesso a 2
1

, 

3
( )  con  ( )
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diventa sempre più grande”

4) “Per valori di |x| molto grandi, 
)(xf

 diventa sempre più grande”

Il linguaggio usato negli interventi dagli allievi (che ho riportato nello schema 

precedente) si presenta ad uno stadio ancora molto intuitivo, che richiama la già citata 

definizione di limite data da Cauchy nel 1821. 

I termini utilizzati dagli studenti, infatti, tradiscono decisamente un’idea di 

“movimento”, riallacciandosi, con un linguaggio che vuole richiamarsi a quello 

naturale, alle analisi e costruzioni effettuate nel registro tabulare, in cui prevale 

l’aspetto di processo legato al concetto di limite.



FASE B

Successivamente, ho ripreso le definizioni topologiche di intorno completo di 

un punto e intorno di infinito (in R) che i ragazzi avevano già visto con la Tutor, la 

professoressa Rinaldi, ma che non ricordavano. A questo punto, sempre 

“conducendo” insieme la lezione, siamo passati alla “costruzione” vera e propria della 

definizione di limite, che ci ha permesso di arrivare successivamente alla definizione 

“epsilon-delta” di Weierstrass nella quale il concetto di limite appare ormai nella sua 

natura di oggetto.

Illustrerò soltanto il lavoro fatto relativamente alla prima funzione considerata: 

2
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.

Riprendendo quanto affermato nei punti precedenti ci siamo chiesti:

6 Cosa significa che “|f(x)-4| diventa sempre più piccolo per x che si avvicina per 

difetto o per eccesso a 2”?

Qualche studente ha risposto che, ad esempio, |f(x)-4| < 0,1; questo equivale a dire 

che:

f(x) ] [1,04 ;1,04 +-Î , se x appartiene ad un intorno di 2 che dipende da 0,1 (cosa che 

abbiamo visto anche graficamente, vedi fig.7). 

Questo ragionamento può essere ripetuto per 0,01, 0,001 e così via, prendendo numeri 

positivi sempre più piccoli; possiamo “generalizzare” considerando dunque un 

numero �  positivo piccolo a piacere e concludere, quindi, che 

] [ee dde +-Î<- 2;2 se 4)( xxf
, con ed  che dipende da � .



Fig.7

Abbiamo, quindi, concluso che questo comportamento della funzione si sintetizza 

nella scrittura: 
4)(lim

2
=

®
xf

x .

Durante questa attività, ho fornito agli studenti delle schede in cui potevano 

ripercorrere tale procedimento; al termine di esse ho riportato la definizione di limite 

relativa al caso considerato tratta dal loro libro di testo, cercando di analizzarne 

insieme ogni termine per far capire ai ragazzi che si trattava di una definizione uguale 

a quella costruita insieme.

Un procedimento analogo è stato applicato agli altri tre casi di limite di funzione.

Per chiarire alcuni passaggi e per aggirare alcune difficoltà sorte soprattutto a causa 

del linguaggio usato, ho proposto alcuni esercizi che riprendevano il percorso 

proposto nella “costruzione” della definizione di limite. Ne riporto qui di seguito un 

esempio:

1) Sia 2
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. Se ne calcolino i valori per x = 1.9, 1.99, 1.999……e per x = 2.1, 

2.01, 2.001…..

-7 Cosa si può osservare?

-8 Si determinino i valori di x per cui 10
1

7)( <-xf



funzione, è emerso chiaramente, anche dalle testimonianze dirette degli studenti, che i 

ragazzi sembrano aver compreso il senso della definizione formale, ma fanno molta 

fatica nell’usare un linguaggio rigoroso; inoltre, come dimostrano anche molte 

ricerche a riguardo, non ne comprendono assolutamente la necessità. 

Tale difficoltà nel linguaggio impediva ai ragazzi di ricostruire (sotto mia richiesta) il 

percorso seguito insieme precedentemente. 

L’uso dei quantificatori “esiste” e “per ogni”, in particolare, ha destato molte 

perplessità, quasi come se i ragazzi non li avessero mai incontrati. Possono, infatti, 

anche sorgere dei problemi dovuti al fatto che essi hanno nel linguaggio naturale un 

significato diverso da quello che assumono in ambito matematico. 

Inoltre, introdotto il concetto di limite, ho notato come il linguaggio comune abbia 

influito in questa fase iniziale: alcuni studenti; ad esempio, mi hanno detto che, 

trattandosi di un limite, la funzione non lo raggiunge mai.

In questo tipo di approccio costruttivista, la definizione di Weierstrass è stata il punto 

di arrivo. Si è cercato, infatti, di costruire il concetto di limite a partire dalle 

affermazioni degli studenti, attraverso uno studio iniziale più “intuitivo” e forse più 

vicino all’esperienza degli allievi che richiama in un certo senso l’opera di Cauchy. A 

questo proposito, infatti, dopo aver costruito una definizione “nostra” di limite, ho 

proposto proprio la definizione di Cauchy.

È stato interessante l’intervento di un ragazzo che, rifacendosi agli esempi di funzioni 

omografiche, ha detto che “il comportamento della curva nei confronti del suo 

asintoto poteva essere descritto con il limite”.

Al termine di questa fase ho distribuito ai ragazzi una scheda riassuntiva dei 

procedimenti che hanno portato alla costruzione della definizione di limite; in 

particolare, mi sono molto soffermata sul linguaggio, arrivando alle definizioni con un 

lavoro in parallelo sia in un linguaggio più “intuitivo” (come quello usato nella fase 

iniziale dagli studenti stessi) sia in un linguaggio più formale. 

Riporto, di seguito, l’esempio relativo al primo caso di limite di funzione considerato 

(limite finito di f(x) per x che tende ad un valore finito):

Sia )(xfy =  una funzione definita in un intorno del punto c, escluso al più il punto c.

f(x) tende ad assumere valori sempre più vicini a l se x si avvicina sempre di più a c.

La differenza in valore assoluto tra f(x) e il valore l diventa sempre più piccola per gli x che si 

avvicinano sempre di più a c.



all’infinito) a partire dal suo grafico.

Nello svolgimento del tirocinio, ho sempre insistito sulla rappresentazione cartesiana 

di ogni funzione trattata poiché credo, innanzitutto, che questo permetta agli studenti 

di familiarizzare con funzioni elementari (parte delle quali avevano già studiato, ma di 

cui non ricordavano praticamente nulla); inoltre, può favorire un graduale 

avvicinamento allo studio del grafico che, come sappiamo, nella scuola italiana è 

considerato un po’ il punto di arrivo di tutta l’Analisi.

Anche la docente Tutor ha apprezzato molto questo aspetto ritenendo che, in tal 

modo, abbiamo in un certo senso “ipotecato” delle conoscenze per il futuro 

apprendimento dello studio di funzione, soprattutto dopo aver constatato un’effettiva 

dimestichezza acquisita dai ragazzi in tale ambito.

Con lo scopo di garantire un’analisi “intelligente” dell’andamento del grafico di una 

funzione, abbiamo usato costantemente anche la rappresentazione tabulare; in questo 

modo gli studenti hanno realizzato che non sempre ciò che la calcolatrice (o il 

computer) ci mostra è esatto, come già notato nelle funzioni iniziali in cui è disegnato 

un tratto rettilineo che non appartiene alla funzione. 

Gli allievi hanno, dunque, riconosciuto che non ci si può affidare totalmente alla 

tecnologia, ma sono necessari dei “sistemi di controllo” che dobbiamo acquisire.

Una volta testata la capacità da parte della classe di congetturare il valore del limite di 

una funzione a partire dal suo grafico e da tabelle dei valori, siamo passati alla verifica 

di limite tramite la definizione.

Inizialmente, io e la Tutor eravamo un po’ indecise se approfondire o meno questo 

aspetto, nella convinzione di una reale difficoltà degli allievi che avrebbe potuto 

distoglierli dalle linee fondamentali dell’argomento trattato. 

Alla fine, però, ci siamo convinte che dedicare un po’ di spazio alle operazioni di 

verifica di limiti mediante la definizione, relativamente ad alcuni casi significativi, 

può contribuire a “consolidare il significato della definizione e favorire negli allievi la

comprensione degli stessi teoremi e farne apprezzare la generalità” [Malara, 2003]. 

Ovviamente, ho proposto degli esempi che coinvolgono disequazioni elementari per 

non appesantire la trattazione con ulteriori possibili difficoltà.

Il percorso didattico, come al solito, ha visto come protagonisti gli studenti ed è 

passato attraverso le fasi di esplorazione, formulazione di congetture a partire 

dall’analisi del grafico e delle tabelle e dalla validazione e verifica delle congetture 

stesse. 



Ad esempio, fra gli altri, ho affidato il compito seguente:
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-12 Attraverso il grafico e attraverso la tabella fai la tua ipotesi sui valori di 
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Fig.8

Fig.9                                                                            Fig.10

-13 Verifica la tua ipotesi algebricamente



Dalla correzione delle verifiche, ho notato che quasi tutti gli studenti hanno portato a 

termine quest’ultimo esercizio, ma sembra (soprattutto perché i termini usati erano 

esattamente quelli del loro libro) che molti di essi abbiano recitato a memoria le 

definizioni. 

Credo, però, che questo non corrisponda alla non acquisizione del concetto in 

questione (basandomi su quanto visto a lezione, in particolare sugli interventi degli 

studenti) quanto piuttosto alla difficoltà di appropriarsi di un linguaggio formale tanto 

difficile, cosa che ha spinto molti degli studenti alla “riproduzione” di quello del libro 

di testo. 

In alcuni protocolli si assiste addirittura ad una perdita totale di controllo di significato 

dei termini, come evidenziato dall’uso di un linguaggio che cerca di essere “rigoroso” 

e “formale” come quello della Matematica, ma che in realtà arriva a delle forme prive 

di senso (rubando le parole di D’Amore, potremmo parlare del cosiddetto 

“matematichese”). 

Lo studente, a volte, si sente costretto ad esprimersi in una lingua che ritiene consona, 

ma di cui spesso non si è appropriato; tale esigenza può derivare dalla sua visione 

della disciplina o dalla necessità di rispondere alle richieste del professore, nel pieno 

rispetto delle clausole del contratto didattico. 

Ad esempio Fabio, per scrivere la definizione di 
lxf

x
=

¥®
)(lim

 dice: 

“[…] adottando un �  piccolo e positivo possiamo definire la sua corrispondenza un 

intorno di infinito […]”

Oppure Giovanni:

“Sia f(x) con un intorno completo di c […]”

E infine Dario (nella definizione di 
¥=

¥®
)(lim xf

x ):

“ […] se comunque si sceglie un numero arbitrariamente grande succede che si può 

determinare un intorno di infinito maggiore di M […]



Gli esercizi di verifica di limiti tramite definizione, invece, in generale non hanno 

determinato delle grosse difficoltà: erano simili a quelli visti in classe che, a parte la 

fase iniziale cui ho accennato, sono stati bene recepiti dagli studenti. 

Inoltre, per le motivazioni presentate precedentemente, le disequazioni prevedevano 

facili procedure per la risoluzione.

FASE C

Prima di entrare nel vivo del calcolo dei limiti, ho puntualizzato alcuni aspetti che non 

avevo fino ad ora trattato, in una lezione in cui, come precisato in altri casi, le nuove 

conoscenze sono emerse a partire dalle discussioni di classe, basate sulla 

partecipazione di gran parte degli studenti. A parte la fase iniziale, infatti, questo tipo 

di attività didattica è risultata molto efficace perché molti allievi hanno scommesso su 

se stessi implicandosi personalmente (diventando in questo modo i veri protagonisti 

del processo di costruzione di conoscenza). Attraverso queste lezioni dialogate sono 

emerse, a volte, delle misconcezioni che altrimenti (probabilmente) non avrei notato.

Inoltre, durante questa attività, in cui io spesso sono stata solo un’attenta osservatrice 

(che si intrometteva, se necessario, con interventi mirati all’approfondimento del 

dibattito), è molto importante anche il confronto di idee fra gli studenti stessi.

Tornando nello specifico degli argomenti disciplinari, partendo dalla funzione 

xxf =)(  ho chiesto ai ragazzi se fosse possibile calcolare il limite di tale funzione 

per x che tende a 0. 

Anche in questo caso, la nuova situazione problematica e i miei interventi hanno 

messo in moto i ragionamenti degli allievi.

Così alcuni di loro inizialmente hanno risposto affermativamente, ma poi (dopo aver 

posto domande per cercare di farli riflettere) hanno mostrato delle perplessità dicendo 

che in realtà il limite ci dice come “si comporta la funzione” in un intorno completo 

del punto 0 (ovviamente non hanno utilizzato questa terminologia!). 

Da questa “situazione problematica” è nata la necessità di distinguere tra limite destro 

e sinistro, sottolineando il fatto che, quando essi sono diversi o uno dei due non può 

essere calcolato, il limite della funzione nel punto considerato non esiste. 



A tal proposito ho fatto l’esempio di una funzione definita a tratti che agli studenti è 

sembrata uno strano oggetto matematico (nonostante ne avessi parlato brevemente 

nella prima lezione). 

Ho fatto quindi osservare, sempre richiamando la collaborazione dei ragazzi, come 

questo influisca sulla verifica del valore di un limite, cioè come si modificano le 

disequazioni in gioco.

Successivamente ho presentato esempi di calcolo di limite (sempre supportata dai 

grafici e da tabelle) in cui era necessario distinguere tra “+¥ ” e “-¥ ”. 

Fino ad ora, infatti, nelle definizioni dei 4 casi possibili di limite avevamo trattato il 

caso generico di “¥ ”. Per ricordare quanto fatto, ho presentato l’esempio della 

funzione x
y

1
=

, di cui abbiamo analizzato il comportamento in un intorno di infinito, 

utilizzando di nuovo la calcolatrice e basandomi, al solito, sullo studio del grafico e 

delle tabelle di valori:

Fig.11



Fig.12 Fig.13

Gli studenti hanno affermato che il comportamento di tale funzione può essere 

sintetizzato nell’espressione 
0)(lim =

¥®
xf

x .

Successivamente, ho proposto l’esempio del grafico della curva 
xey = . Gli allievi 

hanno riconosciuto che il comportamento della funzione non è lo stesso a “+¥ ” e a “-

¥ ” e che, quindi, per uscire da questa situazione, è necessario distinguere tra i due 

casi. 

Anche in questo caso abbiamo visto quali sono le disequazioni necessarie per la 

verifica.

Poi ho chiesto ai ragazzi in quali punti, secondo loro, fosse possibile “fare”  il limite, 

prendendo spunto proprio da un intervento di uno studente che mi aveva posto la 

stessa domanda (lui sosteneva che si potesse “fare” in tutti i punti!). In questo modo è 

nato un dibattito fra gli studenti in cui tutti (o quasi) esponevano le proprie idee, 

argomentandole e alcuni controbattevano agli interventi altrui portando come 

esempio, i casi di alcune funzioni analizzate.

Così inizialmente mi hanno risposto che era possibile in tutti i punti del dominio; poi, 

ricordando le funzioni omografiche in cui avevamo calcolato il limite in un punto che 

non appartiene al dominio della funzione, gran parte degli alunni, un po’ confusi, ha 

affermato che allora qualsiasi punto andava bene!

Per questo motivo ho mostrato esempi di funzioni che avevano nel dominio anche dei 



punti isolati, come 

0  0
( )

1  1

x
f x

x

>�
= �

= -� .

Secondo la definizione di limite data, è emerso che si può calcolare il limite (anche 

solo destro o sinistro) in punti che hanno un intorno contenuto nel dominio. 

Nel caso della funzione considerata, abbiamo affermato che si può calcolare il limite 

solo per gli 

x > 0 e anche per x = 0 (che non appartiene al dominio). 

Il caso x = - 1, escluso a priori dalla definizione data, è stato trattato a parte dicendo 

che si può calcolare solo il valore della funzione in quel punto, ma non il limite.

Da qui è sorta l’esigenza di definire punti di accumulazione e punti isolati. 

Anche in questo caso i ragazzi hanno mostrato di aver capito, ma hanno anche 

presentato la solita estrema difficoltà nel linguaggio.

Successivamente siamo passati ai teoremi relativi ai limiti: teorema dell’unicità del 

limite, teorema del confronto e della permanenza del segno. Ho deciso insieme alla 

docente Tutor, di proporre solo le dimostrazioni più semplici di alcuni di essi per non 

“appesantire” la trattazione che solitamente è già molto ostica. Infatti, nella fase 

osservativa, si è potuto constatare che, anche di fronte alle dimostrazioni più semplici, 

la classe in generale assumeva un atteggiamento di chiusura pressoché totale, nella 

convinzione di affrontare qualcosa che è al di fuori della propria portata.

Pertanto, ho mostrato ai ragazzi l’enunciato dei tre  teoremi, ricorrendo ad 

esemplificazioni mediante esempi, ed ho proposto la dimostrazione del teorema del 

confronto. 

Al posto di una spiegazione unidirezionale, ho cercato di costruirla insieme agli 

studenti per coinvolgerli, evitando che si arrendessero alle prime difficoltà e per 

vedere il loro comportamento di fronte ad un’attività del genere, che per loro 

rappresentava di sicuro una novità. 

A questo scopo ho distribuito ai ragazzi la seguente scheda da completare con le 

considerazioni che emergevano man mano dalla nostra discussione:



Quali sono le ipotesi del teorema?.................................................................................………….

.........................................................................................................................................…………

E la tesi?........................................................................................................................……………

.......................................................................................................................................……………

Quale è la definizione di "intorno del punto c"?...........................................................……………

........................................................................................................................................…………...

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA: Sappiamo che 
lxhxf

cxcx
==

®®
)(lim)(lim

.

Quindi sappiamo che e"  si possono determinare 
'''  e ee dd  tali che ..................……………….

..........................................................................................................………………………………

.........................................................................................................................................…………

Sia ed  il minore tra 
'''  e ee dd . Per ogni x tale che 

0 x c ed-� �
 saranno verificate entrambe

le disequazioni precedenti e quindi:

( ) ................... ( )l f x h x le e- < £ £ < +

Quindi, abbiamo visto che g(x).......................................................................................…………..

Gli studenti, come mi aspettavo, hanno mostrato di non apprezzare molto 

quest’attività. La prima cosa che ho notato è che i teoremi da dimostrare contenevano 

per gli allievi delle “verità” di per sé evidenti e, quindi, essi non erano di certo 

stimolati a provarne la verità. 

Questo è un aspetto che riguarda, in generale, tutta la problematica relativa alla 

dimostrazione in matematica. Infatti, molti autori affermano che la mancanza di 

motivazione al dimostrare è uno degli ostacoli maggiori: se si è sicuri della verità di 

un certo fatto, la motivazione non è spontanea come potrebbe essere quella che ci 



la trattazione, ma soltanto una verifica utilizzando di nuovo la Ti-92  Plus . 

Partendo da alcuni esempi, abbiamo verificato inizialmente la validità del teorema sia 

confrontando i grafici delle funzioni di partenza e di quella risultante, sia (soprattutto) 

le tabelle (che forse risultano più significative in questo caso). 

Inizialmente, abbiamo mostrato la validità del teorema del limite di una somma di 

funzioni per funzioni molto semplici.

Ad esempio, ho verificato che: 

1lim

3)2(lim

1

1

=

=+

®

®

x

x

x

x

� 4)22(lim
1

=+
®

x
x

attraverso l’uso della calcolatrice:

Fig.14 Fig.15

Poi, basandomi su alcuni esempi mirati, ho introdotto le forme indeterminate, 



mostrando come queste diano luogo, a seconda dei casi, a risultati diversi. Nessuno 

degli studenti, ovviamente, aveva previsto questo comportamento e sono rimasti 

molto stupiti nel verificare che, effettivamente, tutta la classe era giunta a conclusioni 

errate.

In alcuni casi, per la determinazione del limite, ho usato il comando “limit ” della 

Ti-92  Plus .

Mi sembra che gli studenti non abbiano rilevato che in parte i grossi problemi previsti 

dalle ricerche di didattica e dovuti al confronto fra “un’algebra finalizzata alla 

rappresentazione e al trattamento delle grandezze finite con un’algebra delle 

grandezze infinite” [Monari, 2004].

All’inizio, invece, come accennato precedentemente, hanno nutrito qualche 

perplessità circa le forme indeterminate, essendo stupiti del loro diverso 

comportamento a seconda dei casi.

Per calcolare il valore del limite delle funzioni prese ad esempio ci siamo avvalsi 

costantemente del loro grafico e, quando possibile, delle tabelle di valori, strumenti 

che ormai gli studenti avevano imparato ad usare.

Avendo ormai gettato le basi necessarie, abbiamo potuto affrontare i problemi relativi 

al calcolo algebrico dei limiti. 

Fino a questo punto, infatti, i ragazzi erano in grado, come detto sopra, di congetturare 

il valore del limite di una funzione a partire dall’osservazione e dall’analisi del suo 

grafico: a questo proposito gli allievi hanno realmente familiarizzato con il grafico e 

con l’equazione di alcune delle funzioni che abbiamo usato più frequentemente 

durante la realizzazione del progetto. 

Questo aspetto è stato molto apprezzato dalla docente Tutor, anche perché, come ho 

potuto notare nella fase osservativa, pochi ragazzi, prima del mio intervento, erano in 

grado di riconoscere anche le funzioni più semplici e note.

Basandosi su queste “competenze”, ormai acquisite, ho cercato di creare una 

situazione problematica che per la soluzione necessitasse dell’acquisizione di nuove 

conoscenze. 

Più precisamente ci siamo chiesti come si potesse determinare il valore del limite di 

una funzione senza avere a disposizione il suo grafico. 

Devo precisare che, sotto richiesta della Tutor, ho trattato quasi esclusivamente 



funzioni polinomiali e polinomiali fratte anche perché la classe, al mio arrivo, non 

aveva ancora analizzato le funzioni esponenziali e logaritmiche. 

Dunque la gamma degli esempi considerati è stata molto ristretta.

Arrivata ad un certo punto, quindi, sono stata costretta ad affrontare delle procedure di 

calcolo.

Analizzerò separatamente i casi di funzioni polinomiali e polinomiali fratte.

14 funzioni polinomiali.

Per quanto riguarda il calcolo del limite di una funzione in un punto c, gli allievi erano 

già arrivati alla conclusione che bastava sostituire semplicemente il valore “c” alla x 

per ottenere il risultato corretto (regola che si erano costruiti a partire dagli esempi 

trattati precedentemente). Dunque, ho spiegato loro che invece bisognerebbe sostituire 

al valore della x, un numero di un intorno di c. 

Visto che ormai per gli studenti era diventata una nuova regola da applicare ho 

ribadito in più occasioni che in realtà, concettualmente e coerentemente con la 

definizione del concetto di limite, questa operazione non era corretta, anche per 

evitare (come già fatto in altri casi) di confondere il limite con un valore della 

funzione.

Per quanto riguarda il caso di limite all’infinito, ci siamo costruiti progressivamente 

questa “nuova algebra allargata” dei limiti, anche su basi molto intuitive.

 Per le forme indeterminate, invece, siamo dovuti ricorrere a tecniche di 

raccoglimento del termine con grado più alto.

- funzioni polinomiali fratte

I casi in cui non comparivano limiti infiniti né a numeratore né a denominatore sono 

stati di immediata comprensione, utilizzando il teorema del limite del quoziente di 

funzioni.

Negli altri casi (ad esclusione delle forme indeterminate) gli studenti hanno ricavato 

intuitivamente il valore del limite, soprattutto rifacendoci alle frazioni (grazie anche 

ad alcune miei sollecitazioni). Ad esempio, per il calcolo di xx

2
lim

¥®  hanno formulato 

un’analogia con una frazione con denominatore molto grande, quindi gli studenti 

hanno concluso che tale limite è 0.



Infine, per il calcolo del limite nelle forma indeterminate, gli allievi avevano ormai 

capito che è necessario mettere la funzione “in un’altra forma” in modo da ricondursi 

agli altri casi visti. Così alcuni di loro hanno ipotizzato scomposizioni e 

raccoglimenti.

Concludo dicendo che secondo me quest’ultima parte, fatta di regole e procedimenti 

da eseguire, è sembrata agli studenti molto più semplice e forse anche più “normale” 

in riferimento a quella che è la loro concezione della Matematica e del suo 

insegnamento.

Verifica sommativa

La verifica finale (allegato n. 2) che ho preparato si è articolata nei seguenti punti:

1) Individuazione del valore dei limiti a partire dal grafico di una funzione (al cui 

raggiungimento ho assegnato 3 punti). 

Il mio intento era quello di testare le capacità di lettura di un grafico, anche 

alla luce delle conoscenze acquisite dopo la prima verifica formativa

2) Enunciazione di uno fra gli ultimi teoremi trattati con relativa 

esemplificazione attraverso casi commentati (al cui raggiungimento ho 

assegnato 2 punti). 

Lo scopo era quello di vedere se gli studenti, oltre ad un apprendimento 

mnemonico dei testi dei teoremi, ne avevano capito anche il significato.

3) Calcolo algebrico di alcuni limiti di funzioni polinomiali e polinomiali fratte 

(al cui raggiungimento ho assegnato 3 punti).

Si voleva verificare l’acquisizione delle competenze di base per il calcolo 

algebrico dei limiti.

Il rendimento della classe è stato decisamente positivo rispetto agli obiettivi esposti 

sopra. 

Questo concorda anche con i risultati in termini di voto (non sempre c’è questo 

parallelismo), che presentano, come mostra il grafico seguente, 2 insufficienze su 18:
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Risultati della verifica finale

Fig.16

Ovviamente questa è una valutazione e un’analisi della sola verifica finale. Per quanto 

riguarda quella che per me è la valutazione complessiva di tutto il tirocinio, ne parlerò 

più approfonditamente nel prossimo paragrafo.

Osservazioni relative ad ogni singolo esercizio:

1) I ragazzi, come mostrato anche in precedenza, hanno evidenziato quasi tutti di 

possedere delle buone capacità di interpretazione del comportamento di una funzione 

a partire dal suo grafico. Ci sono state soltanto delle imprecisioni, come, ad esempio 

la non distinzione tra “+ ¥ ” e “-¥ ”.

Questo tipo di errore è stato incontrato anche in alcuni esercizi successivi (solo da una 

minoranza di studenti).

A tal proposito credo che si tratti di un ostacolo didattico; più precisamente, ritengo 

che la mia scelta di presentare prima il caso generale per poi effettuare, 

successivamente, la distinzione tra il comportamento di una funzione a “+ ¥ ” e “-¥ ” 

sia stata, probabilmente, motivo di confusione.

Infatti “ogni docente sceglie un progetto, un curricolo, un metodo, interpreta in modo 

personale la trasposizione didattica, secondo le sue convinzioni sia scientifiche che 

didattiche: egli crede in quella scelta e la propone alla classe perché la pensa 

efficace; ma quel che è efficace effettivamente per qualche studente, non è detto che lo 



sia per altri” [D’Amore, 1999]

Ritornando all’esercizio, ho notato che gli studenti riescono a collegare le 

informazioni in ambito algebrico con le caratteristiche geometriche del grafico, 

mostrando buona capacità di collegamento fra i diversi registri semiotici. 

2) La maggior parte degli studenti ha enunciato correttamente il teorema, ma 

probabilmente, come io immaginavo, per molti di loro si tratta di un apprendimento 

mnemonico. 

Infatti, solo 2 o 3 studenti sono stati in grado di fornire un esempio corretto. 

Alcuni hanno presentato dei grafici di dubbia interpretazione. Credo che in questo il 

mio tirocinio sia stato poco efficace perché alcune delle difficoltà inerenti i teoremi e 

la loro dimostrazione sono rimaste. Sicuramente quest’aspetto meritava un lavoro più 

approfondito che non è stato svolto, anche per mancanza di tempo. 

Soltanto Syed e Fabrizio abbozzano un’interpretazione grafica di quello che per loro 

significa il teorema del confronto e cercano anche di impostare la dimostrazione, il 

primo facendo riferimento al caso generale e l’altro a dei veri e propri esempi 

numerici (sono stati gli unici!). Nessuno degli altri studenti ha presentato alcun 

tentativo di interpretazione, cosa che testimonia, a mio avviso, che molti ostacoli 

relativi al ragionamento deduttivo, citati nel paragrafo precedente, sono rimasti (anche 

se in realtà non avevo richiesto la dimostrazione).

Più precisamente Fabrizio svolge così l’esercizio:



Fig.17

e Syed:



Fig.18

Durante la correzione del compito, mi è sembrato di capire che qualche allievo 

considerasse superfluo o inutile mostrare un esempio del teorema enunciato; questo, 

secondo me, potrebbe essere un sintomo di una visione della Matematica come di una 

disciplina fatta solo di esercizi, regole (tra cui anche i teoremi) e calcoli.

In generale, ho comunque notato un miglioramento nel controllare adeguatamente i 

termini del linguaggio matematico.

3) Quasi tutti gli studenti hanno svolto correttamente gli esercizi proposti. 

Anche qui però ho riscontrato alcune incertezze relative soprattutto al calcolo del 



limite destro (o sinistro) e al prodotto dei segni. 

Ad esempio Riccardo svolge in questo modo un esercizio:

Fig.19

Errori come questo (commessi da pochissimi allievi) possono essere dovuti alle 

difficoltà legate alla nuova algebra dei limiti. Essa, infatti, presenta delle 

caratteristiche e delle regole simili a quelle dell’algebra cui gli studenti sono abituati 

(come, ad esempio, quella del prodotto dei segni, appunto), ma anche proprietà che 

non coincidono affatto.

Questa sorta di dualismo, secondo me, può generare confusioni e problemi 

nell’apprendimento.

Ripeto però che si tratta di qualche caso isolato e che, anche da quanto visto dagli 

interventi alla lavagna degli studenti, nel complesso, gli allievi hanno interiorizzato 

correttamente le “regole” del calcolo dei limiti.

Luigi, invece, svolge in questo modo un esercizio:



Fig.20

Anche in questo caso c’è chi non ha fatto distinzioni tra “+ ¥ ” e “-¥ ”.

Ad esempio, Carlo risolve così l’esercizio:

Fig.21



VALUTAZIONE

Alla fine di un percorso come quello effettuato, credo che sia necessario un momento 

di riflessione sulla sua valutazione.

Ma valutare cosa?

Rubando le parole a M.I. Fandiño Pinilla, “la valutazione deve essere vista 

esclusivamente come il processo di analisi dell’aula, di tutte le componenti dell’aula: 

il curricolo, l’efficacia dell’azione dell’insegnante, l’allievo”. 

Per quanto riguarda la prima di queste componenti, ho già parlato nel secondo 

capitolo del curricolo che intendevo proporre.

Scontrandomi con la realtà dell’aula nelle sue varie sfaccettature, però, ho dovuto 

apportare delle modifiche per poi arrivare ad un curricolo sviluppato diverso da quello 

progettato in partenza.

A questo proposito ho già descritto (sempre nel secondo capitolo) i cambiamenti 

effettuati, come ad esempio l’esclusione della trattazione dei limiti notevoli. Infatti, ho 

scelto di dedicare più tempo per la fase iniziale di costruzione del concetto di limite, 

avendo ad essa assegnato un ruolo centrale in questo tirocinio. Ho ritenuto più 

importante lavorare sulla corretta formazione del concetto di limite piuttosto che 

sull’acquisizione di regole e procedure per il calcolo di limiti (che, per questo. è stato 

limitato ad una fase iniziale).

La componente più importante, ma anche la più difficile da valutare (secondo me), è il 

curricolo appreso. Con questo termine si intende, infatti, “quello che lo studente ha 

appreso, ma anche quello che lo studente ha costruito (spesso implicitamente) come 

sue personali immagini della matematica e del suo insegnamento” [Fandiño Pinilla, 

2002]. Dovrei parlare, a proposito, anche di curricolo sommerso, cioè di quello che 

davvero lo studente ha appreso, tra cui anche l’applicazione corretta di regole 

sbagliate. Si tratta, dunque, “dell’interpretazione personale che si fa ogni singolo 

studente di quello che l’insegnante ha fornito come curricolo sviluppato” [Fandiño 

Pinilla, 2002].

A partire da quanto osservato in aula (attraverso, soprattutto, gli interventi diretti degli 

alunni) e in base anche all’analisi della verifica finale, credo che, nel complesso, gli 

studenti abbiano acquisito la capacità di leggere l’andamento di un grafico e di 

collegare questo con il calcolo dei limiti della funzione (soprattutto agli estremi del 

suo dominio).



La maggior parte degli allievi sa applicare correttamente le procedure di base per il 

calcolo di limiti, in particolare, riferite a funzioni polinomiali e polinomiali fratte.

Ho ancora qualche dubbio su quello che è, forse, l’aspetto più importante, e cioè la 

corretta acquisizione del concetto di limite. Durante il tirocinio, ho potuto appurare 

che l’immagine che gli studenti si sono creati di questo “strano” oggetto matematico, 

non sembra, nel complesso, avere condotto apparentemente, ad eventuali situazioni di 

difficoltà già studiate in letteratura, a misconcezioni (mi sto riferendo alle 

misconcezioni della funzione costante e della funzione valutata nel punto cui si 

riferisce Bagni e cui ho accennato nel primo capitolo).

A questo proposito avevo preparato, a fine tirocinio, la seguente domanda:

“Al termine di queste lezioni, che idea ti sei fatto su questo strano oggetto 

matematico: 

“ il limite” ?”

Il foglio conteneva alcune opzioni tra le quali scegliere (preferibilmente commentate), 

ma anche lo spazio per interpretazioni personali.

Purtroppo però, a causa di un clima di classe molto euforico dovuto al ritorno da una 

settimana di gita e a causa dell’abbandono dello studio della Matematica ormai da 

diversi giorni, le risposte degli studenti non sono risultate significative; alcuni di loro 

hanno messo delle crocette a caso e quasi nessuno ha fornito delle giustificazioni alle 

scelte fatte.

Quindi, come già detto, mi resta ancora qualche dubbio, ma spero davvero che gli 

studenti abbiano acquisito correttamente il concetto di limite.

Per quanto riguarda le scelte didattiche effettuate, credo innanzitutto che, come 

afferma Schwarzenberger [citato in Bagni, 1999], “le difficoltà collegate all’Analisi 

non ammettono spiegazioni semplici e che dunque ogni formulazione intuitiva dei 

concetti infinitesimali contiene implicitamente alcune difficoltà”.

Ritengo, però, che il percorso realizzato a partire da un approccio intuitivo al concetto 

di limite, basato anche sull’utilizzo della calcolatrice grafico-simbolica Ti-92Plus  

sia stato di aiuto agli studenti nella trattazione di un argomento che, come quello 

affrontato, presenta molte difficoltà; infatti, questo, secondo me ha facilitato la 

costruzione del concetto di limite, cosa che ha permesso, successivamente di arrivare 



in modo significativo ad una formalizzazione fondata sulle definizioni topologiche. 

Un ruolo fondamentale è stato assegnato al linguaggio; credo, infatti, che il lavoro 

fatto prima sul linguaggio comune, poi su quello più rigoroso della Matematica 

(influenzato anche dal primo) sia stato importante per dare significatività ai termini 

usati, in una classe (e in una scuola, probabilmente) in cui difficilmente gli studenti 

riescono ad acquisire il “discorso scientifico (con le sue nozioni, i concetti ma anche 

con i suoi modi linguistici peculiari)” [D’Amore, 1999]. Comunque, nonostante lo 

spazio dedicato a queste attività, molte difficoltà nell’esporre la propria conoscenza in 

un linguaggio rigoroso sono rimaste.

Dai loro commenti, sia orali sia scritti, credo che gli allievi abbiano percepito che 

l’insegnamento della Matematica si deve organizzare intorno al discente, con le sue 

problematiche e i suoi “modi di vedere” le cose. 

Le lezioni, infatti, sono state basate sull’interattività e sulla partecipazione attiva degli 

studenti nel processo di costruzione di conoscenza. 

Gli interventi e i dibattiti di classe, filo conduttore di tutta la mia azione didattica, 

sono stati molto efficaci perché attraverso di essi, l’allievo “ha accettato un ruolo 

attivo nella discussione in aula, difendendo principi e idee” [Fandiño Pinilla, 2002].

Come già detto, ritengo che questa metodologia sia stata molto proficua, in quanto in 

alcuni casi mi ha consentito di accorgermi di problemi nell’apprendimento dei temi 

trattati e, quindi, di operare delle scelte in tale direzione.

Inoltre, credo che gli studenti abbiano apprezzato il fatto di rivestire un ruolo attivo 

nel processo di apprendimento, cosa che, nella maggior parte dei casi, è stata garanzia 

di partecipazione e motivazione. Come sostiene Brousseau [citato in D’Amore, 1999], 

infatti, “l’allievo costruisce la conoscenza solo se si interessa personalmente nella 

risoluzione di quanto gli è stato proposto attraverso la situazione didattica: in tal 

caso si usa dire che si è raggiunta la devoluzione da parte dell’allievo”.



CONCLUSIONI

Ritengo di poter dire che questa sia stata un’esperienza positiva per gli studenti.

Innanzitutto perché con la classe, dopo le prime lezioni, ho instaurato un buonissimo 

rapporto che mi ha permesso anche di procedere con disinvoltura nell’azione 

didattica. La tutor sostiene che è stato un importante banco di prova iniziare con una 

classe così vivace e difficile da gestire.

Dai commenti scritti che gli studenti mi hanno rilasciato circa questa esperienza, 

emerge che la classe ha apprezzato la presenza di una persona diversa dalla propria 

professoressa, con metodi di insegnamento differenti. 

Tutti hanno sottolineato la difficoltà degli argomenti trattati, un ragazzo li ha definiti 

“un po’ troppo accademici per la nostra preparazione, ricchi di termini tecnici di non 

immediata comprensione” a conferma delle problematiche studiate in letteratura, 

alcune delle quali sono state riscontrate in questo lavoro. La maggior parte della classe 

ha affermato di averli recepiti in modo positivo, visti anche i risultati delle verifiche.

Un’esperienza positiva ovviamente per me stessa; infatti, questa è stata la mia prima 

(emozionante) prova di insegnamento di cui davvero ho potuto apprezzare ogni 

aspetto: dalla progettazione dell’intervento didattico alla conoscenza della vita di 

classe. 

La cosa che più ho capito è che l’insegnamento è davvero un’attività molto 

complessa, a dispetto di quello che pensano molte persone; non basta essere 

competenti nel campo disciplinare (spesso, una volta laureati, ci si sente in un certo 

senso alla fine di un percorso formativo), ma è necessario anche conoscere gli sviluppi 

delle ricerche didattiche che ci permettono di conoscere le problematiche legate 

all’apprendimento per costruire il percorso didattico intorno ad esse. 

Credo, infine, che per me l’attività di tirocinio sia stata molto importante perché 

comunque ha dato maggior significatività agli studi fatti in questi due anni, 

permettendomi di riscontrare “sul campo” alcune delle dinamiche del complesso 

sistemico insegnante-allievo-sapere analizzate prima soltanto a livello teorico.
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ALLEGATO 1: progetto di tirocinio

Finalità dell’insegnamento della Matematica
La domanda che spesso sento porre dagli studenti é relativa al significato dello studio 

della Matematica nella scuola e, soprattutto, all’importanza o meno di imparare 

tecniche e regole per risolvere esercizi che poi, secondo la loro opinione, non 

serviranno mai nella vita di tutti i giorni. Da queste poche righe si capisce come sia 

diffusa un’idea ben precisa di questa materia, che da molti è vista come un insieme di 

regole intellegibili da memorizzare e applicare correttamente per arrivare alla risposta 

giusta.

Spesso, cioè si ritiene che la Matematica sia soltanto un mezzo per riuscire a 

rispondere ai quesiti posti dall’insegnante, un mero artificio intellettuale fine a se 

stesso che, al di fuori delle mura scolastiche, perde completamente di validità.

Riflettendo su questa diffusa concezione, mi piacerebbe nel mio tirocinio e, in 

generale, in tutto il mio futuro percorso di docente, contribuire allo sviluppo di una 

visione diversa della disciplina. Gli studenti dovrebbero capire, innanzitutto, che la 

Matematica è necessaria non soltanto per chi continuerà i propri studi in tale 

direzione, ma anche per il futuro cittadino che avrà bisogno di comprendere alcuni 

aspetti della società in cui vive come, ad esempio, la gestione dei rapporti con le 

banche o lo svolgimento di varie attività che utilizzano le nuove tecnologie (le quali 

hanno forti basi matematiche). Ora cioè, più che in passato, ad ognuno di noi sono 

richieste sempre maggiori conoscenze matematiche.

La Matematica fornisce anche modelli interpretativi della realtà, sviluppando (come 

previsto dalle finalità del suo insegnamento descritte nei programmi Brocca) le facoltà 

logiche e intuitive, i procedimenti di astrazione e di formazione dei concetti, le 

capacità di ragionamento induttivo e deduttivo, l’attitudine alla precisione del 

linguaggio.

L’immagine negativa della Matematica è dovuta anche al fatto che essa rappresenta, 

da sempre, uno degli scogli più difficili da superare all’interno del percorso scolastico 

e che solo poche persone (eccezionalmente dotate) riescono ad affrontarla in modo 

vincente (ancora oggi, quando dico a qualcuno in cosa mi sono laureata, la gente mi 

guarda come fossi un alieno!). Affinché questo mito sia sfatato, innanzitutto diventano 



necessari i continui progressi della Didattica della Matematica che studia le varie 

problematiche relative ai processi di insegnamento-apprendimento. Inoltre, sarebbe 

importante far capire agli studenti che la Matematica è una scienza in continua 

evoluzione, il frutto del lavoro di molti uomini (appartenenti ad una comunità 

scientifica) e che solo attraverso i secoli è giunta alla forma in cui si trova adesso. 

Quindi, la Matematica non come “prodotto stantio eterno a-temporale” [Fandiño 

Pinilla M. I, 2002], ma con una propria storia fatta di fatiche, insuccessi e continui 

aggiustamenti. Non una perfetta entità “platonica”, ma un prodotto del pensiero 

umano che, quindi, in forme che si sono evolute nel tempo, è parte integrante della 

nostra civiltà da sempre.

Bisognerebbe far comprendere agli studenti che la Matematica è cultura, al pari delle 

altre scienze umanistiche cui spontaneamente è attribuita importanza nel percorso 

culturale di ciascun individuo.

Lo studente dovrebbe, quindi, essere consapevole che sta “apprendendo per la vita” e 

per la costruzione di una propria identità, fatto questo che lo renderà un giorno un 

cittadino consapevole e in grado di poter scegliere (ciò a mio avviso, è uno degli 

obiettivi più difficili e al tempo stesso importanti da realizzare).

Ripensando anche alla mia esperienza di alunna, credo che, purtroppo, far maturare 

una tale consapevolezza sia un percorso molto arduo, ma certamente il più proficuo.

Un docente dovrebbe lavorare proprio in questa direzione, cercando un’implicazione 

da parte dello studente, utilizzando tutti i mezzi possibili attraverso i quali essa possa 

essere raggiunta.

Quindi, un “apprendimento per sé, per la propria vita, per il proprio futuro” 

[D’Amore, 1999], come punto di partenza per le varie implicazioni del complesso 

sistemico insegnante-allievo-sapere, come salto verso nuovi sconfinati mondi 

dell’apprendimento.

Strategie di insegnamento
In questo progetto verrà presentato il concetto di “limite di una funzione”, argomento 

di basilare importanza per tutto il successivo studio dell’analisi.

L’approccio che si intende seguire, soprattutto nella fase iniziale, è di tipo 

costruttivista. Infatti, attraverso l’utilizzo della calcolatrice grafico-simbolica Ti-92 

plus , con cui verranno analizzati vari esempi significativi, si vuole portare lo 



studente ad una consapevole e attiva costruzione del concetto in questione. La 

calcolatrice sarà utilizzata da me come mezzo di proiezione; verranno però fornite agli 

studenti delle schede per seguire più agevolmente la lezione e da completare come 

momento di sintesi.

In questa fase il compito dell’insegnante è un po’ simile a quello del regista: 

proponendo dei “problemi”, deve fare in modo che lo studente si senta implicato nella 

loro risoluzione ottenendo così che essi diventino “un problema dell’allievo” 

[D’Amore, 1999]. Solo in questo modo il discente produrrà delle congetture che sarà 

pronto a difendere davanti agli altri (validazione). Attraverso questa “rottura del 

contratto didattico” si può costruire la conoscenza. Infine, l’insegnante “ritorna” nella 

fase di istituzionalizzazione delle congetture emerse, come mediatore tra la 

conoscenza spontanea e quella scientificamente accreditata.

Il docente deve, quindi, riuscire a creare un ambiente - classe in cui ognuno si senta 

libero di formulare ipotesi e preservarle dagli attacchi esterni.

In questa fase per così dire intuitiva e sperimentale, viene sfruttata la varietà dei 

registri simbolici fornita dalla calcolatrice che, relativamente al caso delle funzioni, 

sono quello algebrico, grafico e tabulare (quest’ultimo, soprattutto, viene di solito 

trascurato nelle lezioni “tradizionali”). Molti autori sostengono, infatti, che l’utilizzo 

di diversi significanti contribuisca favorevolmente alla costruzione del concetto 

matematico. In questo contesto ci si assicurerà dell’effettiva consapevolezza degli 

studenti di stare trattando “lo stesso significato pur operando con significati diversi” 

[Cappuccio, 2002] e della loro dimestichezza nel tradurre da un registro all’altro 

(problema che dovrebbero già aver trattato, avendo già affrontato le funzioni). 

Importante è anche il coordinamento dei vari registri, soprattutto per permettere una 

reale differenziazione tra gli oggetti matematici e le loro rappresentazioni (si veda, a 

tal proposito, il “paradosso cognitivo” di Duval).

A queste tematiche è strettamente collegato lo studio di A. Sfard (1991) secondo la 

quale il processo di apprendimento di un concetto matematico è il risultato 

dell’interazione di due aspetti molto diversi ma complementari che lo caratterizzano 

(ognuno dei quali è evidenziato anche da particolari rappresentazioni semiotiche). 

Essi sono:

3 Aspetto strutturale, attraverso cui l’ente matematico è visto come un oggetto e 

in cui prevale una visione statica



4 Aspetto operativo, attraverso cui l’ente matematico è visto come un processo 

in una condizione più dinamica

L’autrice sostiene pure che spesso l’aspetto operativo è il primo passo verso 

l’acquisizione di conoscenze (che avviene attraverso le fasi di interiorizzazione, 

condensazione, reificazione).

A partire da queste tematiche, si cercherà, quindi, di favorire in classe un ambiente 

interattivo e comunicativo in cui lo studente sia motivato a diventare il vero 

protagonista del proprio apprendimento (in linea anche con lo stile d’insegnamento 

della tutor).

Parlando specificatamente dei contenuti disciplinari, si è deciso di prendere la 

definizione di limite di Weiertrass (anche detta definizione “epsilon-delta”), che 

solitamente apre l’argomento in molti libri di testo, come punto di arrivo, tenendo 

conto delle notevoli difficoltà degli studenti nel comprenderla a fondo. Per arrivare ad 

essa, si propone l’approccio sperimentale descritto in precedenza in cui verrà 

presentata la definizione più “intuitiva” di limite proposta da Cauchy nel 1821 come 

ponte per una successiva trattazione più “formale” dell’argomento.

Per quanto riguarda la presentazione dei vari teoremi relativi ai limiti, si è deciso 

insieme alla prof.ssa Rinaldi, mia tutor, di proporre solo le dimostrazioni più semplici 

di alcuni di essi per non “appesantire” la trattazione che solitamente si dimostra già 

essere molto ostica. Infatti, nella fase osservativa, si è potuto constatare che, anche di 

fronte alle dimostrazioni più semplici, la classe in generale assume un atteggiamento 

di chiusura pressoché totale, nella convinzione di affrontare qualcosa che è al di fuori 

della propria portata.

In generale, durante l’intervento didattico, si è cercato di tener presente i possibili 

ostacoli legati alla comprensione del concetto di limite analizzati da vari autori. 

Alcuni di essi possono essere così sintetizzati:

1 Ostacoli dovuti alla sovrapposizione tra linguaggio comune e linguaggio 

matematico, che sono all’origine di alcune misconcezioni. Ad esempio, le 

espressioni “tende a”, “ limite”, “ si avvicina” e “converge”, equivalenti 

nell’ambito dell’analisi, non lo sono nella lingua naturale. Più 

specificatamente Monaghan dice che:



“Approssima sembra rappresentare la più netta difficoltà per gli studenti, in 

quanto è un termine vago. Tende a è spesso visto come simile a si avvicina in 

un contesto matematico, sebbene il suo impiego quotidiano non suggerisca 

situazioni riferibili a limite. Ad entrambe le frasi è data un’interpretazione 

dinamica. Converge può generare confusione in quanto il suo significato 

quotidiano è fortemente associato a linee convergenti” [Monaghan, 1991].

2 Ostacoli legati alla simbologia, soprattutto relativamente alla definizione 

“epsilon-delta” che risulta molto difficile e di cui non si capisce la necessità.

3 Ostacoli epistemologici legati al concetto di infinito, si parla a tal proposito di 

“Horror infiniti” che implica “il rifiuto dello status di operazione matematica 

di passaggio al limite, l’estensione dei metodi algebrici per il trattamento delle 

grandezze finite alle grandezze infinite, difficoltà di associare il passaggio al 

limite all’idea di avvicinamento, di movimento fisico” [Artigue M., 2002].

4 Ostacoli dovuti ai concetti primitivi di limite o a quelli raggiunti in studi 

precedenti.

5 Ostacoli dovuti ad un’eccessiva aderenza al punto di vista geometrico nella 

trattazione dei limiti.

Vincoli
La fase di tirocinio attivo si dovrà svolgere presso la classe 4^ Gs dell’Istituto Tecnico 

per Geometri “A. Pacinotti” di Bologna, classe del corso sperimentale denominato 

“Progetto 5” (Progetto assistito ex art. 3 - DPR 297/94).

Tale sperimentazione prevede al quarto anno tre ore di matematica e informatica 

settimanali che però, per questioni organizzative, sono state divise in 2 ore nel primo 

quadrimestre e 4 nel secondo.

Questa caratteristica “modulare”, a mio parere, influenza moltissimo lo svolgimento 

dell’azione didattica. Ho potuto, infatti, osservare che fare lezione una sola volta alla 

settimana impedisce di svolgere attività che necessitano di maggiore tempo e di 

continuità. Inoltre, accade che argomenti già affrontati vengano dimenticati in questo 



lasso di tempo abbastanza lungo e ciò costringe sistematicamente la professoressa a 

riprenderli con conseguente rallentamento del programma. Questo tipo di 

organizzazione richiederebbe infatti, a mio avviso, un grosso lavoro a casa da parte 

degli studenti che purtroppo non sempre è svolto.

La classe in cui dovrò svolgere il tirocinio è costituita da 22 alunni, tutti maschi.

Quest’aspetto, secondo me e anche secondo l’opinione della mia tutor, la prof.ssa 

Rinaldi, influisce molto sul comportamento della classe, che risulta sempre molto 

vivace e difficile da “trattenere” all’interno delle pareti scolastiche. In questo clima, 

quindi, spesso è (molto) faticoso svolgere una lezione. Nella fase osservativa ho 

comunque notato che, nonostante il tempo di attenzione dei ragazzi a volte sia molto 

ridotto, esso risulta assai proficuo. Gli alunni, infatti, si mostrano interessati agli 

argomenti di Matematica proposti e intervengono continuamente nella spiegazione, 

ponendo domande che evidenziano la loro voglia di capire e la loro curiosità. Gli 

allievi chiedono di tutto, anche cose che, con un minimo di riflessione, dovrebbero 

capire tranquillamente da soli. Purtroppo, come già detto, questo lavoro in classe non 

è accompagnato da un altrettanto fruttuoso studio a casa.

L’atteggiamento partecipativo degli studenti è frutto di un buon lavoro della prof.ssa 

Rinaldi che si impegna continuamente per costruire un ottimo rapporto con i suoi 

studenti basato sul dialogo e sulla comunicazione, creando in questo modo un 

ambiente-classe estremamente interattivo. 

Tale aspetto caratterizza costantemente lo stile didattico dell’insegnante, basato 

essenzialmente su lezioni frontali volte, quando possibile, alla costruzione comune dei 

concetti matematici proposti.

La professoressa inoltre segue nelle sue lezioni le linee generali del libro di testo in 

adozione (il Dodero-Baroncini per geometri) considerandolo un valido supporto 

didattico per gli studenti.

Per quanto riguarda l’aspetto per così dire tecnologico dell’Istituto, ho rilevato la 

presenza di 6 laboratori di informatica, di cui però solo uno è riservato ai docenti di 

Matematica, intendendo con questi sia i professori del settore Geometri, sia quelli 

della sezione Ragionieri. In questo modo risulta molto difficile avere la possibilità di 

utilizzare tali attrezzature. 

Per questo motivo, all’interno del mio progetto, ho deciso insieme alla prof.ssa 

Rinaldi e al supervisore, di rinunciare all’uso del computer e dei software didattici in 



favore della calcolatrice grafico-simbolica Ti-92 plus . Tale strumento verrà 

utilizzato da me come mezzo di proiezione, soprattutto nella fase introduttiva al 

concetto di limite quale ottimo supporto didattico.

Prerequisiti
7 Elementi di base di topologia: concetto di intorno e di intervallo.

8 Padronanza dei concetti di funzione, di dominio e di codominio di una 

funzione

9 Elementi di base relativi alla lettura di un grafico

10 Saper risolvere disequazioni e sistemi di disequazioni algebriche (anche di 

grado superiore al secondo)

11 Elementi di base di geometria analitica della retta e delle coniche

12 Elementi di base relativi alle funzioni goniometriche

Obiettivi
In accordo con la programmazione didattica, si ritengono fondamentali i seguenti 

obiettivi:

6 Padroneggiare il concetto di limite di una funzione nei vari casi e saper 

verificare limiti servendosi della definizione

7 Saper valutare l’andamento di una funzione all’infinito o in un intorno di un 

punto

8 Conoscere, comprendere e saper utilizzare i teoremi fondamentali sui limiti

9 Saper riconoscere le forme indeterminate

10 Saper operare con i limiti: calcolare limiti immediati e non, utilizzare forme 

indeterminate

Organizzazione dei contenuti
FASE 1 A. Tempo previsto: 2 ore

Come già esplicitato nel paragrafo precedente, si vuole tentare un approccio in ambito 

costruttivista al concetto di limite basato sull’utilizzo della calcolatrice grafico-



simbolica Ti-92  plus  (nel modo descritto nelle strategie di insegnamento), nella 

convinzione che questo possa rendere l’apprendimento più significativo.

Utilizzando i vari registri simbolici offerti dalla calcolatrice, si vuole attuare un 

percorso di costruzione di conoscenza in cui lo studente possa essere il soggetto 

attivo.

Tale percorso si sviluppa nelle seguenti fasi:

15 Esplorazione

16 Formulazione di congetture

17 Validazione e verifica delle congetture

Si partirà dal caso del limite finito di f(x) per x che tende a un valore finito

Ad esempio si prenderà in esame la funzione 

22 1
( )

1
x x

f x
x
- -

=
- ; si nota che, con 

un’opportuna scomposizione, essa diventa ( ) 2 1,  1f x x con x= + ¹ .

A questo punto si analizzano in parallelo le due funzioni f(x) e ( ) 2 1g x x= + : dallo 

studio delle tabelle dei valori assunti da f(x) si constata che essa non è definita in un 

particolare punto x0 (cosa che gli studenti dovrebbero intuire poiché avranno già 

trattato le funzioni e i loro campi di esistenza). Questo non succede invece per g(x). In 

seguito si studiano le tabelle dei valori assunti da f(x) e g(x) per x che si avvicina per 

difetto o per eccesso a x0. In entrambi i casi, ci si accorge che “i valori delle funzioni 

si avvicinano indefinitivamente ad uno stesso valore fissato” [Cappuccio, 2002], che 

chiameremo l. Di seguito si costruiscono le tabelle dei valori assunti da |f(x)-l| e |g(x)-l| 

preso x “nelle vicinanze” di x0 e si nota che i valori assoluti di queste differenze si 

comportano allo stesso modo (possono cioè essere rese piccole a piacere), nonostante 

le due funzioni siano diverse (x0 non appartiene al dominio di f(x), ma appartiene al 

dominio di g(x)).

A questo punto, attraverso le informazioni scaturite dalle tabelle, si passa ad una 

lettura “guidata” dei grafici delle due funzioni. Essi risultano indistinguibili nello 

schermo della calcolatrice, ma gli studenti non dovrebbero essere tratti in inganno, 

grazie al lavoro fatto precedentemente in ambiente Table (si evidenzierà come a volte 

ciò che “vediamo”  può non corrispondere a verità). Questa attività si colloca, dunque, 



anche nell’ambito di una educazione alla lettura consapevole di un grafico.

FASE A 2. Tempo previsto: 2 ore

In questa fase verranno analizzati i casi di funzioni con asintoti orizzontali e verticali, 

procedendo esattamente nel modo descritto sopra, cioè ragionando, dove possibile, in 

termini di valori assoluti delle differenze |f(x)-l|. Successivamente si passerà 

all’osservazione dei grafici. Anche in questo caso lo studio delle tabelle permetterà di 

effettuare una lettura consapevole, evitando di giungere a false conclusioni; la 

calcolatrice, infatti, traccia dei segmenti unendo i pixel che però non fanno parte del 

grafico della funzione (ad esempio, nel caso di una funzione fratta il cui denominatore 

si annulla in due punti, la Ti-92 plus  disegnerà 2 segmenti pseudo-verticali 

corrispondenti ai due asintoti). Questo problema può essere aggirato definendo le 

funzioni a tratti (si può cogliere questa occasione per ragionare sul concetto di 

dominio). Definire una funzione a tratti potrebbe essere utile per evitare la formazione 

di misconcezioni relative agli asintoti, concetto che non è oggetto (se non in modo 

intuitivo) della seguente trattazione.

FASE B. Tempo previsto: 6 ore

Al termine della prima fase gli studenti dovrebbero aver già maturato un’idea intuitiva 

del concetto di limite. Dunque, si procede ora ad un “riagggiustamento” delle 

osservazioni prodotte attraverso una fase di istituzionalizzazione, in cui l’insegnante 

deve costruire un ponte tra la conoscenza spontanea e quella scientificamente 

accreditata. Si arriva in questo modo ad un primo tentativo di formalizzazione, 

passando attraverso la definizione di limite data nel 1821 da Cauchy, che recitava in 

questo modo:

“Allorché i valori successivamente assunti da una stessa variabile si avvicinano 

indefinitivamente a un valore fissato, in modo da finire per differirne di tanto poco 

quanto si vorrà, quest’ultimo è chiamato il limite di tutti gli altri”

Tale definizione, ancora molto intuitiva, porta con sé un’idea di “movimento”, 

riallacciandosi naturalmente alle analisi e costruzioni fatte precedentemente nel 

registro tabulare, in cui prevale l’aspetto di processo legato al concetto di limite.

Lo scopo è quello di arrivare successivamente alla definizione “epsilon-delta” di 



Weierstrass nella quale il concetto di limite appare ormai nella sua natura di oggetto.

Verrà proposta, dunque, la definizione “rigorosa” relativamente ai casi esaminati nelle 

sai precedenti. Quindi:

3 Limite finito per x che tende ad un numero finito

4 Limite finto quando x che tende ad infinito

5 Limite infinito per x che tende ad un numero finito

Per quanto riguarda il caso di limite infinito per x che tende ad infinito, si studieranno 

funzioni note, come parabole o funzioni esponenziali e logaritmiche (in modo analogo 

a quello descritto nelle fasi precedenti).

Giunti ormai alla definizione formale di limite, si mostreranno alcuni esempi (sempre 

attraverso l’utilizzo della calcolatrice) di funzioni definite in un punto, nel quale non è 

però possibile calcolare il limite. Si vedrà, infatti, che non si potranno costruire i 

valori assoluti delle differenze come negli esempi visti in precedenza e che, quindi, si 

potrà cercare il limite di una funzione solo in un punto x0 tale che, in un intorno 

comunque piccolo di esso, cadano infiniti punti del dominio. Da qui sorgerà 

l’esigenza di definire i punti di accumulazione.

Al termine di questa fase, si dedicherà un po’ di spazio per le operazioni di verifica di 

limiti mediante la definizione, relativamente ad alcuni casi significativi, con lo scopo 

di “consolidare il significato della definizione e di favorire negli allievi la 

comprensione degli stessi teoremi e farne apprezzare la generalità” [Malara, 2003] 

(gli esempi riguarderanno la risoluzione di disequazioni semplici per non appesantire 

la trattazione con ulteriori possibili difficoltà). In particolare si presenteranno esempi 

relativi a funzioni che dovrebbero essere ormai note agli studenti (funzioni 

omografiche, rette e parabole) in modo da confrontare la correttezza del risultato con 

la rappresentazione grafica.

Al fine di non collegare il concetto di limite di una funzione in un punto alla 

convinzione di una certa “regolarità” della funzione stessa, successivamente si 

analizzeranno casi in cui i valori della funzione si stabilizzano su due numeri diversi, 

a seconda che ci si avvicini al punto da sinistra o da destra (in cui la regolarità cui si 

accennava sopra non è più “assoluta”). Si introducono quindi i concetti di “limite 

destro” e “limite sinistro”.



FASE C. Tempo previsto: 8 ore

In questa fase saranno enunciati i teoremi fondamentali dei limiti e i teoremi sul 

calcolo dei limiti, di cui verranno presentate solo le dimostrazioni più semplici (per le 

ragioni espresse nel paragrafo relativo alle strategie di insegnamento). In particolare, 

si soffermerà l’attenzione su alcuni casi particolari in cui questi teoremi perdono di 

validità, in quanto vengono a cadere alcune delle ipotesi. Questa sarà un’occasione per 

riprendere alcune considerazioni relative alle dimostrazioni dei teoremi; sono note a 

tutti, infatti, le difficoltà che gli studenti incontrano nelle dimostrazioni (difficoltà nel 

ragionamento deduttivo, difficoltà legate a fattori metacognitivi, al linguaggio e alla 

corretta interpretazione del testo del teorema).

Successivamente si introducono le forme indeterminate, ricorrendo, dove possibile, 

alla costruzione di opportune tabelle e alla visualizzazione.

A questo punto è possibile passare alla trattazione di alcuni “limiti notevoli” 

( 0

1
lim  e lim (1 )x

x x

senx
x x® ®+¥

+
), la cui verifica (relativamente al secondo caso) sarà 

presentata attraverso l’uso del registro tabulare.

In questa fase si presenteranno esercizi significativi nei quali dover applicare le 

opportune proprietà esaminate.

FASE D. Tempo previsto: 2 ore

La quarta fase è dedicata alla valutazione che rappresenta un aspetto molto importante 

dell’insegnamento.

Essa, infatti, permette di verificare “l’efficacia di un intervento educativo e il profitto 

di un allievo” [Fandiño Pinilla M. I, 2002]. La valutazione può, dunque, essere utile 

per capire se è necessario o meno apportare dei cambiamenti all’organizzazione dei 

contenuti proposti e alle “metodologie del lavoro in aula” [Fandiño Pinilla M. I, 

2002]. Attraverso la valutazione è possibile comunicare agli studenti ciò che per noi è 

importante nell’apprendimento. Questo “strumento” può offrire, quindi, grossi 

vantaggi per quanto riguarda il monitoraggio del complesso sistemico allievo-

insegnante-sapere.

Verranno dedicati, dunque, alla valutazione momenti durante tutto l’intervento in 

classe.

Più precisamente:



Valutazione formativa

La valutazione formativa verrà condotta attraverso l’osservazione attenta degli 

interventi degli studenti nelle discussioni di classe, momenti molto significativi in cui 

gli allievi possono assumere ruoli attivi rivelando apertamente le proprie idee. Si 

prevedono anche colloqui orali, nella convinzione che rappresentino uno strumento 

utile per tutta la classe.

Agli studenti saranno fornite, inoltre, delle schede di lavoro in itinere da svolgere a 

casa o in classe (ipotizzando anche dei lavori di gruppo), delle quali si farà la 

correzione in classe. In particolare esse sono previste:

4 Alla fine della FASE 1 A, in cui le schede conterranno esempi simili a quelli 

trattati: 

verranno presentate delle funzioni con relativo grafico e gli studenti, mediante 

una normale calcolatrice scientifica, dovranno costruire delle tabelle in modo 

analogo a quello descritto nella fase FASE 1 A.

5 Alla fine della fase FASE B, in cui le schede conterranno esercizi relativi alla 

verifica di limite tramite ricorso alle varie definizioni viste

6 Nella FASE C, in cui le schede verteranno intorno ai teoremi proposti, con 

particolare attenzione alla lettura e al significato di enunciati con ipotesi 

mancanti; saranno proposti anche semplici esercizi di calcoli di limiti

7 Alla fine della FASE C, in cui le schede conterranno esercizi relativi alle 

forme indeterminate e ai limiti notevoli.

Valutazione sommativa

Nella parte finale del tirocinio è prevista una prova conclusiva composta da quesiti 

relativi alla parte teorica degli argomenti affrontati e esercizi da svolgere in cui dover 

applicare le conoscenze acquisite.



Bibliografia

Artigue M. – L’evoluzione delle problematiche nella didattica dell’analisi – La 

Matematica e la sua didattica, n.4/2002

Bagni G. – Limite e visualizzazione: una ricerca sperimentale – L’insegnamento della 

Matematica e delle scienze integrate, Vol. 22B n. 4, agosto 1999

Cappuccio S. – Introduzione ai concetti fondamentali dell’analisi matematica con la 

calcolatrice grafica – Atti del convegno ADT di Monopoli, 2002

Dodero N. –Baroncini P.-Manfredi R. – Lineamenti di matematica per il triennio 

degli istituti tecnici per geometri e agrari,volume B – Ghisetti e Corvi, Milano, 2000

D’Amore B. - Elementi di didattica della matematica – Pitagora, Bologna, 1999

Fandiño Pinilla M. I. – Curricolo e valutazione in  matematica – Pitagora, Bologna 

2002

Grassi G. – Funzioni, limiti, derivate: alcune proposte per insegnare l’analisi 

matematica con le nuove tecnologie – Atti Convegno C. S. P. T. 2002, Pitagora, 

Bologna

Grassi G. – Introduzione alla didattica della dimostrazione nel biennio superiore – 

Conferenza Mathesis, 1997

Lamberti L., Mereu L., Nanni A., - Matematica 3 – Etas, 1996

Malara N. – Un aspetto dell’apprendimento del concetto di limite: la verifica 

mediante la definizione – L’insegnamento della matematica e delle scienze integrate, 

Vol.268 n.1, febbraio 2003

N.C.T.M – Standard 2000 – ottobre 1998

Piani di studio della scuola secondaria superiore e programmi dei primi due anni - 

Le proposte della commissione Brocca, Studi e documenti degli annali della 

pubblica istruzione 59/60, Le Monnier, 1990;

Sfard A. – On the dual nature of mathematical conceptions: reflections on processes 

and objects as different sides of the same coin – Educational Studies in Mathematics, 

Vol. 22 n. 1, 1991

Vicentini M., Mayer M. – Didattica della fisica – La Nuova Italia



ALLEGATO 2: verifica sommativa





ALLEGATO 3: schede di lavoro

SCHEDA 1

Nome: Cognome:

1)  

2 4
( )    e  ( ) 2

2
x

f x g x x
x

-
= = +

-

-  Disegna i grafici delle due funzioni

- Completa le seguenti tabelle:

x
f(x)

x
g(x)

1,7

1,7

1,8

1,8

1,85

1,85

1,9



SCHEDA 2

Nome: Cognome:

1)Sia 12
3

)(
-

=
x

xf

- Trova il campo di esistenza della funzione………………………………………….………………
………………………………………………………………………………………………………….
- Disegna il grafico della funzione

- Completa la seguente tabella:

x
f(x)

0,3

0,4

0,49

0,499

0,5

0,51

0,511



SCHEDA 3.1

1) 2
82 2

-
-

=
x
x

y

-10 -5 5 10

-10

10

20

DEFINIZIONE DEL LIBRO:

Sia y = f(x) una funzione definita in un intorno completo I del punto 
c,

 escluso al più il punto c. Si dice che, per x tendente a c, la funzione

 y = f(x) ha per limite l e si scrive     
lx f

cx
=

®
)(lim

    
se comunque si scelga un numero positivo � , arbitrariamente 

piccolo, si può determinare, in corrispondenza ad esso, un intorno
completo di c, contenuto in I, tale che, per ogni x di tale intorno 

(escluso al più il punto x = c) si abbia

|f(x) - l|<�



SCHEDA 3.2

2) 52
13

)(
-
-

=
x
x

xf

-10 -5 5 10 15 20

-15

-10

-5

5

10

15

20

DEFINIZIONE DEL LIBRO:

Sia y = f(x) una funzione definita in un intorno I di infinito. Si dice che, per x 
tendente all'infinito, la funzione y = f(x) ha per limite l e si scrive

lx f
x

=
¥®

)(lim
    se

comunque si scelga un numero positivo � , arbitrariamente piccolo, si può 
determinare, in corrispondenza ad esso, un intorno di infinito , contenuto in I, tale 

che, per ogni x di tale intorno si abbia

|f(x) - l|<�



SCHEDA 3.3

3) 12
3

)(
-

=
x

xf

-10 -5 5 10

-15

-10

-5

5

10

15

DEFINIZIONE DEL LIBRO:

Sia y = f(x) una funzione definita in un intorno completo I del punto c, escluso al più 
il punto c. Si dice che, per x tendente a c, la funzione y = f(x) ha per limite infinito e 

si scrive     
lim ( )
x c

 f x
®

= ¥
    se

comunque sia fissato un numero positivo M, arbitrariamente grande, si può 
determinare, in corrispondenza ad esso, un intorno completo di c, contenuto in I, 

tale che, per ogni x di tale intorno (escluso al più il punto x = c) si abbia

|f(x) - l|>M



SCHEDA 3.4

4) 
3)( xxf =

-4 -2 2 4

-2

-1

1

2

DEFINIZIONE DEL LIBRO:

Sia y = f(x) una funzione definita in un intorno I di infinito. Si dice che, per x 
tendente all'infinito, la funzione y = f(x) ha per limite infinito e si scrive     

¥=
¥®

)(lim x f
x     se

comunque sia fissato un numero positivo M, arbitrariamente grande, si può 
determinare, in corrispondenza ad esso, un intorno di infinito, contenuto in I, tale 

che, per ogni x di tale intorno si abbia

|f(x) - l|>M



SCHEDA 4.1

1) Limite finito di una funzione per x che tende ad un valore finito

Sia )(xfy =  una funzione definita in un intorno del punto c, escluso al più il punto c.

f(x) tende ad assumere valori sempre più vicini a l se x si avvicina sempre di più a c

La differenza in valore assoluto tra f(x) e il valore l diventa sempre più piccola per gli x che si 
avvicinano sempre di più a c

Fissato un e > 0 piccolo, la differenza in valore assoluto tra f(x) e il valore l diventa 
minore di e se x si avvicina sempre di più a c

Fissato un e>0 piccolo, |f(x)-l| < e per ogni 
x Î  ]c-de,c+de, [ escluso al più il punto c (scrivo de, perché dipende dal valore di e; le parentesi 
quadre a rovescio indicano che il punto non è incluso)

"  e>0, |f(x)-l| < e "  x appartenente ad un intorno completo di c del tipo ]c-de, ,c+de, [, escluso al più 
il punto c (con de che dipende da e)

Sia 

22 8
 

2
x

y
x

-
= =

-

Campo di esistenza: x¹ 2

Dal grafico e dalla tabella si vede che per x che si avvicina a 2, f(x) si avvicina sempre di più a 8. 

Possiamo verificare che la differenza in valore assoluto tra f(x) e 8 diventa sempre più piccola per 
gli x che si avvicinano sempre di più a 2 attraverso le tabelle o verificando che tale differenza in 
valore assoluto diventa più piccola di 0,1-0,001…..per x che si avvicina sempre di più a 2 

Possiamo ripetere quanto detto sopra per qualsiasi numero positivo piccolo a piacere che 
indichiamo con e. Vedremo quindi che fissato e>0, la differenza in valore assoluto tra f(x) e 8 
diventa minore di e se x si avvicina sempre di più a 2

Fissato un e>0, arbitrariamente piccolo,
|f(x)-8| < e per qualunque x Î   ]2-de, 2+de, [, escluso al più il punto 2

"  e>0, |f(x)-8| < e "  x appartenente ad un intorno completo di 2 del tipo ]2-de, ,2+de, [, escluso il 
punto 2

Questo comportamento della funzione Questo comportamento della funzione in 
in un intorno del punto c si indica con la un intorno del punto 2 si indica con 



SCHEDA 4.2

2) Limite finito di una funzione per x che tende all’infinito

Sia y = f(x) una funzione definita in un intorno di ¥ .

f(x) tende ad assumere valori sempre più vicini a l quando x tende a valori sempre più grandi (o 
sempre più piccoli)

“La differenza in valore assoluto tra f(x) e il valore l diventa sempre più piccola se x diventa sempre 
più grande (o sempre più piccolo)”

Fissato un e>0, arbitrariamente piccolo, per tutti i valori di e, la distanza tra f(x) e il valore l diventa 
minore di e se x diventa sempre più grande (o sempre più piccolo)

Fissato un e>0, arbitrariamente piccolo, |f(x)-l | <e per tutti i valori di x Î  ]- ¥  , -de,, [ È  ]de,, +¥  [ 

"  e, |f(x)-l | < e "  x appartenente ad un intervallo del tipo ]- ¥  , -de,, [ È x Î  ]de,, +¥  [ (con de che 
dipende da e)

Sia 
3 1

( )
2 5

x
f x

x
-

=
- .Campo di esistenza: x¹ 5/2

Dal grafico o dalla tabella si vede che quando x tende a valori sempre più grandi (o sempre più 
piccoli), f(x) si avvicina sempre di più a 3/2 (cioè 1,5).

Verifichiamo che la differenza in valore assoluto tra f(x) e 3/2 diventa sempre più piccola per valori 
di x che diventano sempre più grandi (o sempre più piccoli) attraverso le tabelle o “a mano” 
vedendo che tale distanza diventa più piccola di 0,1-0,01-0,001…. quando x assume valori sempre 
più grandi (o sempre più piccoli)

Possiamo ripetere quanto detto sopra per qualsiasi numero piccolo a piacere che indichiamo con e. 
Verificheremo quindi che, fissato e>0, arbitrariamente piccolo, la differenza in valore assoluto tra f
(x) e 3/2 è minore di e se x assume valori sempre più grandi (o sempre più piccoli)

Fissato un e>0, arbitrariamente piccolo, |f(x)-3/2| <e se x Î  ]- ¥  , -de,, [ È  ]de,, +¥ [

"  e, |f(x)-3/2| < e "  x appartenente ad un intervallo del tipo 
]- ¥  , -de,, [ È x Î  ]de,, +¥  [

Questo comportamento della funzione in un     Questo comportamento della funzione 
intorno di ¥  si indica con la scrittura:     in un intorno di ¥  si indica con la 

     scrittura:



SCHEDA 4.3

3) Limite infinito di una funzione per x che tende ad un valore finito

Sia )(xfy =  una funzione definita in un intorno del punto c, escluso al più il punto c.

f(x) tende ad assumere valori sempre più grandi (o sempre più piccoli) per gli x che si avvicinano 
sempre di più a c

Il valore assoluto di f(x) diventa maggiore di qualunque numero prefissato per gli x che si 
avvicinano sempre di più a c

Fissato un M>0, arbitrariamente grande, il valore assoluto di f(x) diventa maggiore 
di M se x si avvicina sempre di più a c

Comunque sia fissato un M>0, arbitrariamente grande, |f(x)| >M per ogni 
x Î  ]c-dM, ,c+dM, [ escluso al più il punto c (scrivo dM, perché dipende dal valore di M; le parentesi 
quadre a rovescio indicano che il punto non è incluso)

"  M>0, |f(x)|>M "  x appartenente ad un intorno completo di c del tipo ]c-dM, c+dM, [, escluso al più 
il punto c (con dM che dipende da M)

Sia 

3
2 1

y
x

=
- .Campo di esistenza: x¹ 1/2

Dal grafico e dalla tabella si vede che per x che si avvicina a 1/2, i valori di f(x) diventano sempre 
più grandi (o sempre più piccoli). 

Si vede che il valore assoluto di f(x) diventa maggiore di qualunque numero prefissato per gli x che 
si avvicinano sempre di più a ½ attraverso le tabelle o verificando che il valore assoluto di f(x) 
diventa maggiore di 100-1000-10000…quando gli x si avvicinano sempre di più a ½

Possiamo ripetere quanto detto sopra per qualsiasi numero positivo grande a piacere che indichiamo 
con M. Vedremo quindi che fissato M>0, il valore assoluto di f(x) diventa maggiore di M se x si 
avvicina sempre di più a 1/2

Comunque sia fissato un M>0, arbitrariamente grande, |f(x)| > M per qualunque 
xÎ   ]1/2-dM, 1/2+dM [ (escluso al più il punto ½)

"  M>0, |f(x)|>M "  x appartenente ad un intorno completo di 1/2 del tipo ]1/2-dM, 1/2+dM[, escluso 
al più il punto 1/2 (con dM che dipende da M)

Questo comportamento della funzione Questo comportamento della funzione
nel punto c si indica con la scrittura: nel punto 1/2 si indica con la scrittura:

�                                                 �



SCHEDA 4.4

4) Limite infinito di una funzione per x che tende all’infinito

Sia )(xfy =  una funzione definita in un intorno di ¥

f(x) tende ad assumere valori sempre più grandi (o sempre più piccoli) per gli x che diventano 
sempre più grandi o sempre più piccoli

Il valore assoluto di f(x) diventa maggiore di qualunque numero prefissato per gli x che diventano 
sempre più grandi o sempre più piccoli 

Fissato un M>0, arbitrariamente grande, il valore assoluto di f(x) diventa maggiore 
di M se gli x diventano sempre più grandi o sempre più piccoli

Comunque sia fissato un M>0, arbitrariamente grande, |f(x)| >M per ogni 
x appartenente ad un intorno di ¥  del tipo ]-¥ ,-dM[È ]dM, +¥ [ (scrivo dM, perché dipende dal valore 
di M; le parentesi quadre a rovescio indicano che il punto non è incluso)

"  M>0, |f(x)|>M "  x appartenente ad un intorno di ¥  del tipo ]-¥ ,-dM[È ]dM, +¥ [

Sia y=x3

Dal grafico e dalla tabella si vede che per x che diventa sempre più grande (o sempre più piccolo), i 
valori di f(x) diventano sempre più grandi (o sempre più piccoli). 

Si vede che il valore assoluto di f(x) diventa maggiore di qualunque numero prefissato per gli x  che 
diventano sempre più grandi o sempre più piccoli (attraverso le tabelle o verificando che il valore 
assoluto di f(x) diventa maggiore di 100-1000-10000…quando gli x diventano sempre più grandi o 
sempre più piccoli)

Possiamo ripetere quanto detto sopra per qualsiasi numero positivo grande a piacere che indichiamo 
con M. Vedremo quindi che fissato M>0, il valore assoluto di f(x) diventa maggiore di M se gli x 
diventano sempre più grandi o sempre più piccoli 

Comunque sia fissato un M>0, arbitrariamente grande, |f(x)| > M per ogni x appartenente ad un 
intorno di ¥  del tipo ]-¥ ,-dM[È ]dM, +¥ [

"  M>0, |f(x)|>M "  x appartenente ad un intorno 
di ¥  del tipo ]-¥ ,-dM[È ]dM, +¥ [

Questo comportamento della funzione in Questo comportamento della funzione in 
un intorno di ¥ si indica con la scrittura: un intorno di ¥  si indica con la scrittura:

� 3 �



SCHEDA 5.1

1) Sia 
2)( xxf =

- Attraverso il grafico e attraverso la tabella fai la tua ipotesi sul valore di 
)(lim

0
xf

x®

x
f (x)

-0,50
0,25

-0,2
0,04

-0,1
0,01

0
0

0,02
0,004

0,1
0,01

-2 -1 1 2

1

2

3

4

- Verifica la tua ipotesi algebricamente

2) Sia 
1

3
1

)( += xxf

- Attraverso il grafico e attraverso la tabella fai la tua ipotesi sul valore di 
)(lim xf

x ¥®

-10 -5 5 10

-2
-1

1
2
3
4



SCHEDA 5.2

1) Sia 1
1

)(
2

-
-

=
x

x
xf

- Attraverso il grafico e attraverso la tabella fai la tua ipotesi sul valore di 
)(lim

1
xf

x®

x
f (x)

0,50
1,5

0,75
1,75

0,85
1,85

0,9
1,9

0,99
1,99

1
indefinito

1,01
2,01

1,05
2,05

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

- Verifica la tua ipotesi algebricamente

2) Sia 4)( 3 += xxf

-9 Attraverso il grafico e attraverso la tabella fai la tua ipotesi sul valore di 
)(lim xf

x ¥®



SCHEDA 6

Quali sono le ipotesi del teorema?........................................................................…....

......................................................................................................................................

E la tesi?.......................................................................................................................

.......................................................................................................................................

Quale è la definizione di "intorno del punto c"?...........................................................

.......................................................................................................................................

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA: 

Sappiamo che 
lxhxf

cxcx
==

®®
)(lim)(lim

.

Quindi sappiamo che e"  si possono determinare 
'''  e ee dd  tali che ...........................

..................................................................................................……………………….

Sia ed  il minore tra 
'''  e ee dd . Per ogni x tale che ed�� cx -0  saranno verificate 

entrambe le disequazioni precedenti e quindi:

( ) ................... ( )l f x h x le e- < £ £ < +

Quindi abbiamo visto che g(x).........................................................................................

.........................................................................................................................................



SCHEDA 7

Operazioni sui limiti
1)Limite della somma algebrica di funzioni:

Es:

1)  
1lim

3)2(lim

1

1

=

=+

®

®

x

x

x

x

4)22(lim
1

=+
®

x
x

- Cosa succede quando uno dei limiti è infinito e l’altro è finito? 
Es:

¥=

=

¥®

¥®

x
x

x

x

lim

0
1

lim

¥=
+

=+
¥®¥® x

x
x

x xx

1
lim)

1
(lim

2

- Cosa succede quando entrambi i limiti sono infiniti (ma dello stesso segno, cioè 
entrambi +¥  o entrambi -¥ ) ?

Es:

+¥=

+¥=

+¥®

+¥®
2lim

lim

x

x

x

x

+¥=+
+¥®

2lim xx
x

FORME INDETERMINATE (indeterminate perché a seconda dei casi possono dare come risultato 
un valore finito l o un valore ¥ ). Si ha nel caso in cui un limite è +¥  e l’altro - ¥

Es:

a)  
-¥=-

+¥=

®

®

20

20

2
lim

1
lim

x

x

x

x

-¥=-=-+
®® 20220

1
lim)

2
(

1
lim

xxx xx

b)  
-¥=-

+¥=+

+¥®

+¥®

)(lim

1lim

x

x

x

x

11lim)1(lim ==-+
+¥®+¥® xx

xx

2)Limite del prodotto di 2 funzioni:


