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PRESENTAZIONE
Questa tesi si colloca al termine di un’esperienza di tirocinio svolta in ursa clas
guarta dell’lstituto Tecnico per Geometri “Pacinotti” di Bologna relativa

all'introduzione del concetto di limite di funzione.

Il primo capitolo del presente lavoro contiene delle considerazioni sull’insegrament
della Matematica, con particolare attenzione alle problematiche approforitiite da

ricerca didattica relative all’'apprendimento dell’argomento trattato.

Nel secondo capitolo viene analizzato il contesto nel quale e stato attuato ilqprogett
con particolare attenzione alla scuola, alla metodologia didattica del tutarckaake.

Si propongono, anche, I'organizzazione dell'intervento didattico progettata
inizialmente ed alcune considerazioni sulle modifiche apportate nel corso dello

svolgimento del tirocinio.

Il terzo capitolo contiene una descrizione dettagliata dell’esperienzadiinio e
delle riflessioni emerse durante lo svolgimento dell’attivita. Viene poi praisela
discussione della verifica finale, contenente alcune considerazioni circa gli
atteggiamenti emersi da parte degli studenti. Infine, vengono anche riportate

considerazioni su alcuni aspetti del tirocinio svolto.

Nell'ultima parte della tesi sono riportate alcune conclusioni, soprattuttadigua

all’esperienza di tirocinio in generale.



CAPITOLO 1
Riflessioni su Didattica della Matematica e Nuovednologie

Introduzione all’argomento di tirocinio

L’Analisi € un settore molto importante all'interno della Matematica.af&#rso

I’Analisi sono stati risolti problemi di determinazione di aree sotteseafitgrdi una

curva, di ricerca di rette tangenti e di punti “particolari” di una funzione. Essa entr
prepotentemente anche in ambiti diversi, come 'Economia, la Chimica o la Fisica, pe
fare qualche esempio.

Come sostengono molti autori, ’Analisi ha occupato (ed occupa tuttoral!) un posto
rilevante anche in questioni di carattere filosofico, coinvolgendo i concetti di inéinit
infinitesimo, continuita e convergenza, per dirne alcuni.

Il concetto di “limite”, essendo uno dei pilastri di questo settore, rispecchia a mio
avviso un po’ tutti questi aspetti. Molti dei concetti basilari dell’Analisi sahas

sulla definizione di limite, ad esempio, quelli di continuita, di derivata e di ineegral
Basti pensare che, sebbene le prime considerazioni si possano far risalire ad Eudoss
ad Archimede, una definizione rigorosa di limite si ha solo con Weierstrass nel XIX

secolo: un cammino tortuoso lungo piu di 2000 anni.

Nuove tecnologie

L'utilizzo delle nuove tecnologie nel processo di insegnamento-aprendimento si
inserisce in una tradizione consolidata e legata all’'uso di strumenti mediatori
nell’attivita didattica per comprendere meglio gli oggetti di studio.

In questo tirocinio sono state sfruttate, sebbene solo in parte, le varie potenzialita
offerte dai CAS, con riferimento in particolare alla calcolatrice gpasimbolicaTi-

92 Plus.

Attraverso questo strumento é stato possibile attuare un approccio di tipo
costruttivista ai concetti dell’Analisi, soprattutto nella fase iniziale

Infatti, le calcolatrici grafico-simboliche permettono allo studente draiost

consapevolmente e attivamente il proprio percorso di conoscenza.



In questo quadro il compito dell'insegnante & un po’ simile a quello del regista:
proponendo dei “problemi”, deve fare in modo che lo studente si senta implicato nella
loro risoluzione, ottenendo cosi che essi diventumogroblema dell’allievd

[D’Amore, 1999]. Lo studente, in questo modo, resta coinvolto personalmente in una
“sfida cognitivd [D’Amore, 1999]. Solo in questo modo lo studente produrra delle
congetture di cui sara in grado di sostenere I'eventuale validita nei confrontaltiegli
(validazione). Attraverso questa “rottura del contratto didattico”, si pud costuire
conoscenza.

Infine, 'insegnante “ritorna” nella fase di istituzionalizzazione delle etinge

emerse, come mediatore tra la conoscenza spontanea e quella scientificamente
accreditata.

La scoperta dello studente viene, dunque, discussa e validata diventando in questo
modo una nuova conoscenza spendibile all'interno della classe. Tale conoscenza,
cioe, entra a far parte del sapere ufficiale.

In questi casi (ci si riferisce alle cosiddette situazioni a-didattithregegnante tenta
sempre la devoluzione, cioe tenta di affidare agli allievi la responsabilita della
costruzione della conoscenza di un certo sapere, suggerendo (implicitamente) loro di
implicarsi personalmente nella costruziéfB’Amore, 1999].

E importante, dunque, che il docente sia in grado di creare un ambiente-classe in cui
ognuno si senta libero di formulare ipotesi e di preservarle dagli attacchi.ester

Due importanti contributi allo studio delle proprieta delle nuove tecnologie sono
guelli di Rabardel e Vygotskij. Il primo autore sostiene che, in generale, uno
strumento tecnico ha due possibili interpretazioni; esso, infatti, & stato @ostruit
secondo una conoscenza specifica che permette di realizzare certi obigtékia(®
questo caso dirtefatto cultural@ ma, oltre a cio, e usato dal soggetto

individualmente (a tal proposito si parlastiumentoche non agisce solo sul mondo
esterno, ma induce informazioni anche per l'allievo, ai fini dell’'apprendimento).
Vygotskij, inoltre, afferma che un artefatto/strumento puo rivestire un’altra e
importantissima funzione che e quella di mediare significati relativipgrsahe vi

sono incorporati. Grazie allo stimolo dell’adulto (in questo caso I'insegnante), tale
sapere puo emergere ed essere esplicitato attraverso il linguaggiversdtie

diverse forme di rappresentazione, per poi essere interiorizzato dall’alunno.

Le nuove tecnologie, dunque, incorporando dei saperi, possono rivestire un ruolo

importante nell’azione didattica diventando mediatori nel processo di acquisizione di



conoscenza,dffrendo all’insegnante I'opportunita di costruire ambienti di
apprendimento adeguati alle esigenze degli studenti e agli oggetti di”"studio
[Bartolini Bussi, 2001]. L'artefatto, dunque, si deve trasformare in strumento che,
oltre ad agire sul mondo esterno, apporta delle trasformazioni nella costruzione
concettuale dello studente che passano attraverso la congettura, la verifica e la

scoperta (...) (come gia detto sopra).

Un’altra importante potenzialita di queste calcolatrici € legata aliataalei registri
simbolici che, relativamente al caso dei limiti (e, quindi, delle funzioni), sono quello
algebrico, grafico e tabulare (quest’ultimo, soprattutto, viene di solito trasaete
lezioni “tradizionali”).

Molti autori sostengono, infatti, che I'utilizzo di diversi significanti contribais
favorevolmente alla costruzione di un concetto matematico. Importante € anche il
coordinamento dei vari registri, soprattutto per permettere una reale diiéeieng

tra gli oggetti matematici e le loro rappresentazioni (si veda, a tal proposit
“paradosso cognitivo” di Duval).

Di questo, comunque, parlero piu diffusamente negli altri paragrafi.

A queste tematiche é strettamente collegato lo studio di A. Sfard [Sfard, 1991]
secondo la quale il processo di apprendimento di un concetto matematico e il risultato
dell'interazione di due aspetti molto diversi, ma complementari, che lo cenzdter
(ognuno dei quali € evidenziato anche da particolari rappresentazioni semiotiche).

Essi sono:

1 Aspetto strutturaleattraverso cui I'ente matematico e visto come un oggetto e

in cui prevale una visione statica

2 Aspetto operativoattraverso cui I'ente matematico € visto come un processo

in una condizione piu dinamica

L’autrice sostiene pure che spesso I'aspetto operativo € il primo passo verso
I'acquisizione di conoscenze (che avviene attraverso le fagiediorizzazione
condensazioneeificaziong.

A partire da queste tematiche, si cerchera, quindi, di favorire in classe un ambiente

interattivo e comunicativo in cui lo studente sia motivato a diventare il protagonista



del proprio apprendimento (in linea anche con lo stile d’insegnamento della tutor).

Reqistri semiotici

Come sostiene Duval, poiché gli oggetti matematici, al contrario di quellimeal
sono direttamente accessibili alla percezione, le loro diverse rappresentazi
semiotiche rivestono un ruolo centrale nell’apprendimento.

Molti autori affermano, a tal proposito, che I'utilizzo di diversi significanti
contribuisca alla costruzione del concetto matematico; infatti, nessuno di essi puo
descrivere da solo il concetto o darne una visione globale. Pero, secondo ®uval, “
I'oggetto rappresentato che conta e non le sue diverse rappresentazioni semiotiche
possibili e la distinzione tra un oggetto e la sua rappresentazione € dunque un punto
strategico per la comprensione della Matematid@uval citato in Bagni, 1997]. In
particolare, secondo l'autore citatmgh c’e noesi senza semipsioe proprio la
varieta dei registri consente I'apprendimento concettuale di un oggetto niatemat
Nellattivita didattica €, dunque, importante assicurarsi dell’effettinvaedtichezza
degli studenti nel tradurre da un registro all’altro e della loro consapevolezagedi s
trattando fo stesso significato pur operando con significanti divgSappuccio,
2002]. Quest'ultima attivita, soprattutto, viene spesso considerata dagli insegnanti
come abituale e naturale, quando, invece, numerose ricerche dimostrano che la
maggior parte degli allievi non la vive come spontanea.

Importante e anche il coordinamento dei vari registri, soprattutto per pernuetdere
reale differenziazione tra gli oggetti matematici e le loro rapprazemnt.

Varie ricerche hanno dimostrato anche che la scelta dei registri non e neuteas@nc
si tratta di significanti relativi ad uno stesso significato) perché ognunoi ghicets

con sé aspetti diversi dello stesso oggetto matematico e, soprattutto, inbmimazi
parassite che spesso un docente non prevede, ma che effettivamente possono
distogliere I'attenzione dal vero problema proposto.

Le diverse rappresentazioni di un oggetto non sono, dunque, equisignificanti, ma

hanno, ciascuna, caratteristiche particolari.

L’evoluzione dei vari registri € stata fondamentale nella storia dell’siredi, in



particolare, per il concetto di limite.
Puo essere interessante a tal proposito analizzare in parallelo le tajmbe stori
significative relative al concetto di “limite” e ai corrispondenti regrsippresentativi.

Bagni [Bagni, 2001] effettua un’analisi che passa attraverso i seguenti puriti focal

1 Metodo di esaustione
2 La definizione di limite di Cauchy

2 La definizione di limite di Weierstrass

Per quanto riguarda il metodo di esaustione, bisogna dire che esso viene espresso
inizialmente nel registro verbale, nella Proposizione 1 del libro X degli Eledient

Euclide. Piu precisamente Euclide dice:

“Date due grandezze disuguali, se si sottrae dalla maggiore una grandezza maggiore
della meta, e cosi si procede successivamente, rimarra una grandezza che sara

minore della grandezza minore [inizialmente] asstinta

Il registro visuale viene poi usato, sempre da Euclide, per le dimostrazioni per
esaustione. Nella proposizione 2 del libro XllI, Euclide dimostra che due cerchi stanno
tra loro come i quadrati dei diametri, utilizzando una figura che prevede la costruzione

di un poligono inscritto e di uno circoscritto ad un cerchio assegnato (come in figura):



Fig. 1

Per il metodo di esaustione é possibile utilizzare anche il registro simbaline,fa

ad esempio Carruccio (citato in Bagni, 2001):

“Siano G e Ggrandezze omogenee; vogliamo dimostrare che G si@o A, B, A
B  omogenee con G €;(erogni A, B,AB siaA=A,B=B,A<G<Be
A <G <B. Supponiamo di trovare A, /A, B con B — A = B— A qualsiasi. Per
ogni eomogenea con A, B, B possiamo trovare A, B, A taliche B— A = B-
A <e Supponiamo che &G Allora: G - G = d(dé omogenea con G €)3ma A
<G <G <B, pertanto : B—A> G - G = de cio & impossibile, essendo B <&(e

e qualsiasi). Proviamo analogamente I'impossibilita dbG, dunque G = G'.

Bagni sostiene che con il metodo di esaustione non si puo parlare ancora di “limite” in

senso moderno.

All'inizio dell’Ottocento, con Cauchy, si ha una prima sistemazione della defivazi
di limite (e di infinitesimo) in senso moderno. Nel suo “Cours d’analyse” del 1821,
Cauchy vuole fondare I’Analisi su definizioni rigorose e precise. Troviamo, infatti, |

seguente proposizione:

“Allorché i valori successivamente assunti da una stessa variabile si avvicinano



indefinitivamente a un valore fissato, in modo da finire per differirne di tanto poco
guanto si vorra, quest’ultimo & chiamato il limite di tutti gli altri.
In geometria, la superficie di un cerchio € il limite verso il quale convergono le

superfici dei poligoni iscritti, mentre il numero dei loro lati cresce sempre di piu

[.]"

In realtd questa non & proprio una definizione rigorosa, ma sicuramente in Cauchy si
rispecchia la posizione dell’Analisi moderna che vede nel limite uno fra i suoi toncet
base.

Questa definizione adotta esclusivamente il registro verbale e, in gerlaahegtto

di limite del XVII secolo relativo a matematici come Cauchy appunto, ma anche

Tacquet, Wallis e Mengoli e caratterizzato da tale rappresentazione.

Weiertrass fonda I’Analisi sui numeri Reali e arriva alla definizione &bere

“rigorosa” del limite e di funzione continudgli non considero I'insieme dei numeri
reali come dato a priori, come fece Cauchy, ma lo fondo assiomaticamente e, quindi,
defini il limite usando la nozione di numerffzagatsis, 2003].

Con Weierstrass si passa, dunque, dalla concezione dinamica di limite (sticatter
della definizione di Cauchy,ad esempio, e in cui prevale I'aspetto procedurale) ad una
statica, la cosiddetta definizione “epsilon-delta” nella quale il concettmeli

appare ormai nella sua natura di oggetto.

Si passa, inoltre, da una concezione di infinito potenziale (come quella di Cauchy) ad
una di infinito attuale.

Nella definizioni di Weierstrass entra prepotentemente il registro scobabifatti,
potremmo prendere come equivalenti alle sue definizioni di limite e di funzione

continua, le seguenti:

(" e)e>0)sa)" X)(x- d<a)x* c)(f(0-1|<e)
(" e)(e>0)($a)(" X)Qx- d < a’)q f(x)- f(c)< e)

Visualizzazione




La visualizzazione e una delle possibili rappregzoni di un oggetto matematico; da
alcuni autori &€ considerata anche la piu efficatsepu intuitiva rispetto ad altri
processi cognitivi astratti.

In realta, pero, secondo Duval, essa necessita kdiMoro in piu in quantorion é
possibile affidarsi per la loraitilizzazione all'interpretazione spontanea di fige
immaginf (si riferisce alle rappresentazioni grafiche)upl, citato in Bagni, 1997].
Fischbein, in particolare, si € occupato di quesizetto fondamentale dell’attivita
didattica, attraverso la sua teoria dei concegtirfli. Per concetto figurale si intende
una specie diflisione tra concetto e figur@Fischbein citato in Bagni, 1997].
Fischbein dice anche chbiritegrazione delle proprieta concettuali e figuiran
strutture mentali unitarie, con una predominanzaatenuti concettuali su quelli
figurali, non & un processo naturale. Essa dovretidisituire una continua,
sistematica principale attivita del doceht®unque, anche se la visualizzazione puo
risultare efficiente in quanto intuitiva (in alcucasi!), il suo utilizzo va costantemente
monitorato dall'insegnante: un uso distorto pudatin portare a dei problemi o a
delle misconcezioni.

Entrando nello specifico di questo tirocinio, Bafiagni, 1997] ha effettuato una
ricerca sui possibili problemi legati ad una intratbne dinamica del concetto di
limite, basata particolarmente sul registro graécgull’uso di un linguaggio che
mutua da quello naturale parole come “tende a”’ feggma” “converge”. Tale
presentazione, che rispecchia una concezione pakewiz infinitesimo, puo portare a
misconcezioni. In particolare Bagni (attraversmébsi dei risultati di alcune ricerche
effettuate su un campione di 27 allievi di Lice@stifico che avevano gia affrontato
in buona parte I'argomento dei limiti) parla di:

1) Misconcezione della funzione valutata nel punto

2) Misconcezione delle funzioni costanti

Bagni ha interpretato tali problemi in questo modo:

1) A causa di una presentazione dinamica del limaéinterpretata e sostenuta
dalla visualizzazione, gli studenti spesso non iciemano il limite delle



funzioni costanti, in quanto non riescono a vedeéiogressivo
avvicinamento” della variabile al punto nel quale si vuole calcolare il limite.

2) Spesso gli allievi interpretano il limite coni@alore della funzione calcolata
nel punto considerato. Nel caso in cui effettivateemue valori non
coincidono, essi dicono che si sta contraddicehtgmiema dell’'unicita del
limite.

Non bisogna, infatti, trascurare l'influenza deideti intuitivi sul processo di
acquisizione delle informazioni; tali modelli, comel caso esaminato, possono
scaturire dal linguaggio usato e da alcune formestializzazione portando, come
affermato sopra, a misconcezioni.

La visualizzazione, quindi, € uno strumento molitepte, ma a volte pericoloso, che
va gestito con un’attenzione particolare da pagtaeldcente perché puo diventare
fonte di dubbi e perplessita.

Ribadendone, pero, I'importanza riporto una citagidi Bagni che, con questa,
conclude un suo articolo [Bagni, 1997]:

“La visualizzazione potrebbe essere considerata comersatile, preziosissimo
punto di partenza e come un indispensabile compdgatvada, nel rispetto
dell’'auspicabile varieta dei registri rappresentatiper I'apprendimento graduale ed
efficace di procedimenti, di concetti, di oggettitematici. Il ruolo della
visualizzazione potrebbe cosi trasformarsi da queilscopo finale [...] a quello di
mezzo didattico potente, dalla straordinaria effieaintuitiva. Un elemento centrale
di quella fase dell’apprendimento che viene ad respeopedeutica rispetto

all’astrazione che caratterizza la matematica.”

Si é accennato, nei paragrafi precedenti, al rappa la visualizzazione e la

conseguente concezione di infinito evocata.

Le definizioni in matematica

L’argomento relativo alla definizione assume uneumportante all'interno della
ricerca didattica in quanto puo presentare (for@elpogni altro) delle profonde



rotture fra cio che rappresenta la Matematicauistinalizzata e quella che entra nei
processi cognitivi.

La prima, infatti, &€ essenzialmente una teoria tte@duche, a partire da nozioni
primitive e da assiomi, ricava le proprieta di wmeetto formale sotto forma di
teoremi. Quindi, unatéoria che include i concetti di assioma, terminnptivi,

regole inferenziali, definizioni e dimostrazidfiPaola, 2000].

L’altra, che, usando un termine di Tall, potremnefimre matematica elementare e
che forse € piu legata alle forme di ragionamengiurale”, &€ caratterizzata
maggiormente da aspetti percettivi.

Da queste poche parole risulta evidente che l'itrodina queste due “prospettive”
puo generare dei conflitti e delle difficolta cotiwé non indifferenti.

Inoltre, si pud comprendere come costruire un daggepartire dalla sola definizione
possa essere molto difficoltoso per lo studenteulBaa tal proposito, ha affermato:
“Per lungo tempo si e creduto che recitando unandsdfine si rendesse utilizzabile il
concetto cosi definitdBartolini Bussi citato in Grassi, 1997].

Molti pensano che i concetti vengano acquisiti gpalmente attraverso le loro
definizioni.

In quest’ottica, capita molto spesso di dare dlga delle definizioni di cui non
hanno avuto un’adeguata esperienza.

Molti autori affermano invece cha6lo dopo aver effettuato varie e significative
esperienze e aver raggiunto discrete competengai$itiche per descriverle tramite il
linguaggio naturale, ha senso proporre formalizeazigraduali e ha senso
richiedere l'uso di termini specifici per la matetica” [Paola, 2000].

Tenendo conto di tali considerazioni, anche in tugsocinio e stato tentato un
approccio costruttivista in cui la definizione lapresentato il punto di arrivo e in cui
si e cercato di offrire agli studenti le condiziengli strumenti per la costruzione di
significati.

In questo contesto molti autori tornano a parlai@ea una volta del ruolo delle
nuove tecnologie; piu precisamente Domingo Padtdaisce ad esse un’importanza
fondamentale, soprattutto quando esse si trasfarimastrumenti nelle mani
dell’alunno che, quindi, se ne appropria per apgees e per costruire conoscenza.
La definizione degli oggetti matematici €, dunqu&attivita molto delicata che va
seguita strettamente nelle sue varie fasi che pasg&raverso I'esplorazione, la

costruzione, la validazione e la comunicazione.



Il tema delle definizioni & particolarmente rilet@amll'interno dell’Analisi, in
particolare in relazione al concetto di limite.dtif, si € discusso spesso su quale sia la
definizione migliore di limite (ad esempio, la defione formale di Weierstrass o una
definizione sullo stile di quella di Cauchy e dilu&iz), soprattutto viste le numerose
difficolta presentate dagli studenti.

Abbiamo, infatti, gia visto che fino all'’epoca didiérstrass, il concetto di limite,
legato essenzialmente al lavoro di Cauchy, é staiodotto ‘mediante connotazioni

di movimento continddnota in Bagni, 1999]. Questa descrizione dinamic
suggerisce una concezione di infinito e infinitezipotenziale e in essa prevale
I'aspetto di processo legato al concetto di limite.

Ho gia detto, infatti, nei capitoli precedenti, ghiémite, come ogni altro oggetto
matematico, e caratterizzato da due aspetti conguitan: quello strutturale e quello
procedurale.

La Sfard sostiene anche che spesso I'aspetto omeéail primo passo verso
I'acquisizione di conoscenze.

Con Weierstrass, invece, la definizione dinamicknaie viene totalmente spazzata
via per lasciare il posto ad una definizione sgatilse coinvolge soltanto i numeri
reali. Tale approccio € piu vicino ad una concezidninfinito attuale e in essa
prevale I'aspetto di limite come “oggetto”.

Come detto all'inizio del paragrafo, ci sono nunseraicerche che tentano di studiare
guale sia I'approccio migliore a questo argomeataehe perché molte sono le
difficolta presentate dagli studenti che, spessoggeguendo alla perfezione i calcoli
di limiti, mostrano di non aver invece compresodehe cos’e, in effetti, il limite di
una funzione.

A tal proposito si € visto come gli allievi ritengala definizione di Weierstrass
artificiosa e come, spesso, non ne colgano il Bggo. Essa e una definizione molto
elaborata che necessita di numerose spiegazigrartiadell'insegnante e di cui gli

allievi, soprattutto, non sentono la necessita.

Il dibattito relativo all’'approccio migliore pertirodurre i limiti, si riflette anche sulle
varie posizioni assunte degli autori dei libri @to; in Inghilterra, ad esempio, si
preferisce un approccio dinamico fedele al moddiloeibnitz e Cauchy attraverso lo
studio di tabelle costituite di opportune coppieaori numerici. In tale approccio
prevale I'aspetto di processo, collegato ad unaezione di infinito potenziale.



In Grecia invece e piu diffusa la definizione diMfstrass che dstraendo
dall'azione e dal tempo oscura I'aspetto di pro@essnostra il limite come oggetto
matematict[Malara, 2003]

Ostacoli relativi al concetto di limite

In generale, durante l'intervento didattico, sieécato di tener presente i possibili
ostacoli legati alla comprensione del concettondité come analizzati da vari autori.

Alcuni di essi possono essere cosi sintetizzati:

Ostacoli dovuti alla sovrapposizione tra linguaggio comune e linguaggio
matematico che sono all’'origine di alcune misconcezioni. és®mpio, le espressioni
“tende &, “limite”, “si avvicind e “convergé, appartenenti al linguaggio quotidiano,
sono usate nell’lambito dell’Analisi, ma non esatate nello stesso modo.

Tali termini, infatti, sono equivalenti nell’ambitiell’Analisi, ma non lo sono nella
lingua naturale.

Piu specificatamente Monaghan dice che:

“Approssimaembra rappresentare la piu netta difficolta pestgtenti, in quanto e
un termine vagolende & spesso Visto come simileiaavvicinain un contesto
matematico, sebbene il suo impiego quotidiano nggerisca situazioni riferibili a
limiti. Ad entrambe le frasi € data un’interpretaziomadiica.Convergepuo

generare confusione in quanto il suo significatotmgliano & fortemente associato a
linee convergenti. Molti studenti non riescono Biaginare come una successione
di limiti possa convergere. limite & spesso immaginato come punto di confine.
Accade come per i termini di una successione, achp® 0,9 (9 periodico) con il
termine piu vicino dopo il confine, cioe 1. Gli d&nti incontrano molte effettive
difficolta in questo misterioso balzo verso lintio’. [Monaghan, citato in Gagatsis,
2003]

Cornu, lavorando sul significato delle espressiiomite etende asostiene che la
prima ha un aspetto piu concreto e piu specifieapetudenti, mentre la seconda
(come anche per Monaghan) € piu vaga.

L’autore riporta a questo proposito alcuni esergfativi ad affermazioni di alcuni



studenti:

- dicono che la successione 0.9, 0.99, 0.999.... heedmnite 1, ma tende a

2 dicono che la successione 1-1/n ha limite 1
3 dicono che la successionetande all’infinito

Il linguaggio, pero, € uno dei mezzi fondamentali la costruzione dei concetti
matematici; da qui nasce I'importanza dell’analisile eventuali misconcezioni cui
€SS0 puo portare e la necessita di whadtificazione linguistica[Gagatsis, 2003] da
parte dell’insegnante.

Nel mio tirocinio ho, infatti, dato molto peso alduaggio, soprattutto nella fase di
definizione formale del limite in cui ho cercatordettere in parallelo il linguaggio
intuitivo usato inizialmente con un piu “rigorosiriguaggio matematico.

Ostacoli legati alla simbologiasoprattutto relativamente alla definizione “epsil
delta” che risulta molto difficile e di cui non&apisce la necessita.

Ostacoli epistemologici legati al concetto di infinjtei parla a tal proposito di
“Horror infiniti” che implica “il rifiuto dello status di operazione matematica di
passaggio al limite, I'estensione dei metodi algalper il trattamento delle
grandezze finite alle grandezze infinite, diffiaadi associare il passaggio al limite
all'idea di avvicinamento, di movimento fisidértigue, 2002].

Esso e collegato ad un rifiuto dell’infinito atteathe si e riscontrato anche nella
storia dell’Analisi, per essere poi superato cotetaia degli insiemi di Cantor.

Ostacoli dovuti ai concetti primitivi di limite o a quelli raggiunti in studi ecedenti
cioe collegati a delle conoscenze spontanee ogsggiche hanno portato alla

creazione di misconcezioni.



CAPITOLO 2
Il progetto di tirocinio

Riflessioni sull'insegnamento della matematica

La domanda che spesso sento porre dagli studegitité/a al significato dello studio
della Matematica nella scuola e, soprattutto,raffortanza o meno di imparare
tecniche e regole per risolvere esercizi che aiosdo la loro opinione, non
serviranno mai nella vita di tutti i giorni. Da cgte poche righe si capisce come sia
diffusa un’idea ben precisa di questa materia,dehmolti & vista come un insieme di
regole inintelligibili, da memorizzare e applica@rettamente per arrivare alla
risposta giusta.

Spesso, Cioé, si ritiene che la Matematica siasttun mezzo per riuscire a
rispondere ai quesiti posti dall’insegnante, unareetificio intellettuale fine a se
stesso che, al di fuori delle mura scolastichejgpeompletamente di validita.
Riflettendo su questa diffusa concezione, mi pielgee nel mio tirocinio e, in
generale, in tutto il mio futuro percorso di doemontribuire allo sviluppo di una
visione diversa della disciplina. Gli studenti delvbero capire, innanzitutto, che la
Matematica & necessaria non soltanto per chi aggrigni propri studi in tale
direzione, ma anche per il futuro cittadino chedavisogno di comprendere alcuni
aspetti della societa in cui vive come, ad esemaigestione dei rapporti con le
banche o lo svolgimento di attivita che utilizzdemuove tecnologie (le quali hanno
forti basi matematiche). Ora cioé, piu che in ptsssed ognuno di noi sono richieste
sempre maggiori conoscenze matematiche.

La Matematica fornisce anche modelli interpretadi®ila realta, sviluppando (come
previsto dalle finalita del suo insegnamento déscriei programmi Brocca) le facolta
logiche e intuitive, i procedimenti di astraziondidormazione dei concetti, le
capacita di ragionamento induttivo e deduttivatitadine alla precisione del
linguaggio.

L'immagine negativa della Matematica € dovuta araitfatto che essa rappresenta,
da sempre, uno degli scogli piu difficili da superall'interno del percorso scolastico
e che solo poche persone riescono ad affrontarteonio vincente (ancora oggi,
guando dico a qualcuno in cosa mi sono laureatgene mi guarda come fossi un



alieno!). Affinché questo mito sia sfatato, inndnizd diventano necessari gli studi di
Didattica della Matematica che affrontano le varieblematiche relative ai processi
di insegnamento-apprendimento. Inoltre, sarebbeitapte far comprendere agli
studenti che la Matematica e una scienza in coat@woluzione, il frutto del lavoro di
molti uomini (appartenenti ad una comunita scié#)fe che solo attraverso i secoli e
giunta alla forma in cui si trova adesso. QuindiMatematica non comerodotto
stantio eterno a-tempordl¢Fandifio Pinilla, 2002], ma con una propria satdiatta di
fatiche, insuccessi e continui aggiustamenti. Noa perfetta entita “platonica”, ma
un prodotto del pensiero umano che, quindi, in #aie si sono evolute nel tempo, é
parte integrante della nostra civilta da sempre.

Bisognerebbe far comprendere agli studenti chedteMatica é cultura, al pari delle
altre scienze umanistiche cui spontaneamenteileugtiérimportanza nel percorso
culturale di ciascun individuo.

Lo studente dovrebbe, quindi, essere consapevelstaliapprendendo per la vita” e
per la costruzione di una propria identita, fatbi@sfo che lo rendera un giorno un
cittadino consapevole e in grado di poter scegligite a mio avviso, € uno degli
obiettivi piu difficili e al tempo stesso importani realizzare).

Ripensando anche alla mia esperienza di alunndo ctee, purtroppo, far maturare
una tale consapevolezza sia un percorso molto anda@ertamente il piu proficuo.
Un docente dovrebbe lavorare proprio in questaidine, cercando I'implicazione
personale da parte dello studente ed utilizzantfio tuezzi a sua disposizione per
raggiungerla.

Quindi, un “apprendimento per sé, per la propria,\per il proprio futuro”

[D’Amore, 1999], come punto di partenza per le @amplicazioni del complesso
sistemico insegnante-allievo-sapere, come sal&ovaunovi sconfinati mondi

dell'apprendimento.

Il contesto

Ho svolto il tirocinio presso il 4" Gs dell'lstitoifTecnico per Geometri “A. Pacinotti”
di Bologna, classe del corso sperimentale denomitfabgetto 5”.
Tale sperimentazione prevede al quarto anno trdior&atematica e informatica



settimanali che pero, per questioni organizzaseap state divise in 2 ore nel primo
guadrimestre e 4 nel secondo.

Questa caratteristica “modulare”, a mio parerdy@rfza moltissimo lo svolgimento
dell'azione didattica. Ho potuto, infatti, ossemahe fare lezione una sola volta alla
settimana per due ore ostacola lo svolgimentotitat che necessitano di maggiore
tempo e di continuita. Inoltre, accade che argonggataffrontati vengano dimenticati
nel lasso di tempo abbastanza lungo che intert@nena lezione e I'altra e cio
costringe sistematicamente la professoressa anderk con conseguente
rallentamento del programma.

Questo tipo di organizzazione richiederebbe, infatinio avviso, un grosso lavoro a
casa da parte degli studenti che purtroppo non eégvolto.

Fortunatamente, nel periodo del mio tirocinio hatava disposizioni 4 ore di lezione
a settimana.

La classe in cui ho svolto il tirocinio & costituda 22 alunni, tutti maschi.
Quest’aspetto, secondo me e anche secondo I'ogimlelta Tutor, la prof.ssa Rinaldi,
ha influito molto sul comportamento della clas$e dsultava sempre molto vivace e
difficile da “trattenere” all'interno delle paretcolastiche.

In questo clima, quindi, spesso e stato (molta¢dab svolgere una lezione.

Fra gli alunni, sei hanno riportato il debito interaatica al termine dell’anno
scolastico precedente e due di essi, in particofeeno proprio deciso di
abbandonare lo studio di tale disciplina in quando di fatto, non impedisce di
arrivare all’'esame di maturita e di diplomarsi.

Queste persone, come mi aspettavo, hanno, pratitanwssuto in modo passivo
I'esperienza di tirocinio, da spettatori, ed io rsmmo riuscita piu di tanto a
coinvolgerili.

Nella fase osservativa ho notato che, nonostatgenipo di attenzione dei ragazzi a
volte sia molto ridotto, esso risultava assai prafi Gli alunni, infatti, si mostravano
interessati agli argomenti di Matematica propostitervenivano continuamente nella
spiegazione, ponendo domande che evidenziavanood&dglia di capire e la loro
curiosita.

Purtroppo, come gia detto, questo lavoro in classeera accompagnato da un
altrettanto fruttuoso studio a casa.

Il metodo di studio dei ragazzi non €, quindi,ifraigliori e alcuni di loro hanno

buone capacita che non riescono a sfruttare a pieno



Ho anche notato che molti di loro faticavano ad@isaitonomamente il libro di testo
(fra quelli che ce I'avevano) e, in generale, aghaizzare uno studio a casa
individuale.

L’atteggiamento partecipativo degli studenti, cccennavo prima, € frutto di un buon
lavoro della prof.ssa Rinaldi che si impegna cargmente per mantenere un ottimo
rapporto con i suoi studenti basato sul dialogolia somunicazione, creando in
guesto modo un ambiente-classe estremamente tivterat

Tale aspetto caratterizza costantemente lo stilgtito dell’'insegnante, basato
essenzialmente su lezioni frontali volte, quandsspule, alla costruzione comune dei
concetti matematici proposti.

La professoressa, inoltre, segue nelle sue leledimee generali del libro di testo in
adozione (il Dodero-Baroncini per geometri) consaaielolo un valido supporto
didattico per gli studentinche se poi, in realta, pochi di loro lo utilizaareramente
come strumento didattico.

Il progetto

Di seguito presentero la descrizione delle fastidetinio, cosi come era stato
progettato prima dell'intervento in classe.
Prerequisiti
1 Elementi di base di topologia: concetto di intbendi intervallo in R.
2 Padronanza dei concetti di funzione, di domingh eodominio di una
funzioneY= f(®, xI R
3 Elementi di base relativi alla lettura di un grafdi una funzione

y=f(x), xI R

4 Saper risolvere disequazioni e sistemi di diseigmaalgebriche (anche di
grado superiore al secondo)

5 Elementi di base di geometria analitica delltaretdelle coniche
Elementi di base relativi alle funzioni gonioneie

Obiettivi

In accordo con la programmazione didattica, soat) stenuti fondamentali i




seguenti obiettivi:

1 Padroneggiare il concetto di limite di una fumaaei vari casi e saper
verificare limiti servendosi della definizione

2 Saper valutare 'andamento di una funzione ditito o in un intorno di un
punto
Conoscere, comprendere e saper utilizzare inedomdamentali sui limiti
Saper riconoscere le forme indeterminate
Saper operare con i limiti: calcolare limiti imdagti e non, utilizzare forme

indeterminate
Organizzazione dei contenuti

FASE 1 A. Tempo previsto: 2 ore

Si vuole tentare un approccio in ambito costrutevial concetto di limite
basato sull’'utilizzo della calcolatrice grafico-sioticaTi-92Plus  (nel modo
descritto nelle strategie di insegnamento), nalavmzione che questo possa rendere
I'apprendimento piu significativo.

Utilizzando i vari registri simbolici offerti dallealcolatrice, si vuole attuare un
percorso di costruzione di conoscenza in cui ldestite possa essere il soggetto
attivo.
Tale percorso si sviluppa nelle seguenti fasi:

1 Esplorazione

2 Formulazione di congetture

2 Validazione e verifica delle congetture
Si partira dal caso del limite finito &ix) perx che tende a un valore finito.

f(X)ZZXZ- x 1

Ad esempio, si prendera in esame la funzione: X-1 :sinotache, con

un’opportuna scomposizione, essa divertdd = 2x+1con xt 1

A questo punto, si analizzano in parallelo le duezfonif(x) e g9(x) =2x+1. dallo

studio delle tabelle dei valori assuntif¢l si constata che essa non e definita in un
particolare puntog (cosa che gli studenti dovrebbero intuire poichr@iano gia



trattato le funzioni e i loro campi di esistenZ@yiesto non succede, invece, g&).

In seguito, si studiano le tabelle dei valori assdaf(x) e g(x) perx che si avvicina
per difetto o per eccessxa In entrambi i casi, ci si accorge chedlori delle
funzioni si avvicinano indefinitivamente ad unasstevalore fissatdCappuccio,
2002], che chiameremoDi seguito, si costruiscono le tabelle dei vabmsunti dd |
(x)-1| e g(x}!| presax “nelle vicinanze” dixo e si nota che i valori assoluti di queste
differenze si comportano allo stesso modo (poss@®essere rese piccole a
piacere), nonostante le due funzioni siano divegseon appartiene al dominio di
(x), ma appartiene al dominio g(x)).

A questo punto, attraverso le informazioni scatulidlle tabelle, si passa ad una
lettura “guidata” dei grafici delle due funzionisét risultano indistinguibili nello
schermo della calcolatrice, ma gli studenti nonrebleero essere tratti in inganno,
grazie al lavoro fatto precedentemente in ambi€atde (si evidenziera come a volte
cio che “vediamo” puo non corrispondere a veri@)esta attivita si colloca, dunque,

anche nell’ambito di una educazione alla lettunasaepevole di un grafico.

FASE A 2. Tempo previsto: 2 ore

In questa fase verranno analizzati i casi di funzeon asintoti orizzontali e
verticali, procedendo esattamente nel modo des&agpra, cioe ragionando, dove
possibile, in termini di valori assoluti delle a@ifenzef(x)-I|. Successivamente, si
passera all'osservazione dei grafici. Anche in tpueaso lo studio delle tabelle
permettera di effettuare una lettura consapevelgrelo di giungere a false
conclusioni; la calcolatrice, infatti, traccia dgigmenti unendo i pixel che pero non
fanno parte del grafico della funzione (ad esemmpébcaso di una funzione fratta il
cui denominatore si annulla in due puntiJle®2 plus disegnera due segmenti
pseudo-verticali corrispondenti ai due asintotiye@o problema puo essere aggirato
definendo le funzioni a tratti (si puo cogliere gi@geoccasione per ragionare sul
concetto di dominio). Definire una funzione a irptitrebbe essere utile per evitare la
formazione di misconcezioni relative agli asintobncetto che non e pero oggetto (se

non in modo intuitivo) della presente trattazione.

FASE B. Tempo previsto: 6 ore

Al termine della prima fase gli studenti dovrebbaver gia maturato un’idea



intuitiva del concetto di limite. Dunque, si proeeara ad un “riaggiustamento” delle
osservazioni prodotte attraverso una fase di mtihalizzazione, in cui I'insegnante
deve costruire un ponte tra la conoscenza spontagealla scientificamente
accreditata. Si arriva in questo modo ad un priembattivo di formalizzazione,
passando attraverso la definizione di limite daiall821 da Cauchy, che recitava in
guesto modo:

“Allorché i valori successivamente assunti da ueasst variabile si avvicinano
indefinitivamente a un valore fissato, in modoidaé per differirne di tanto poco

guanto si vorra, quest’ultimo & chiamato il limdetutti gli altri”

Tale definizione, ancora molto intuitiva, porta c@un’idea di “movimento”,
riallacciandosi naturalmente alle analisi e costmizfatte precedentemente nel
registro tabulare, in cui prevale I'aspetto di @sso legato al concetto di limite.

Lo scopo € quello di arrivare successivamentedafaizione “epsilon-delta” di
Weierstrass nella quale il concetto di limite agpammai nella sua natura di oggetto.
Verra proposta, dunque, la definizione “rigorosglativamente ai casi esaminati nelle

sai lezioni precedenti. Quindi:

1 Limite finito per x che tende ad un numero
2 Limite finito quando x che tende ad infinito
2 Limite infinito per x che tende ad un numero

Per quanto riguarda il casolahite infinito per x che tende ad infinjtei studieranno
funzioni note, come parabole o funzioni esponeneidgaritmiche (in modo analogo
a quello descritto nelle fasi precedenti).
Giunti ormai alla definizione formale di limite, siostreranno alcuni esempi (sempre
attraverso I'utilizzo della calcolatrice) di funniodefinite in un punto, delle quali non
e pero possibile calcolare il limite in quel purdvedra, infatti, che non si potranno
costruire i valori assoluti delle differenze coneglhesempi visti in precedenza e che,
quindi, si potra ricercare il limite di una funzesolo in puntko tali che, in un
intorno comungue piccolo di esso, cadano infinit{p del dominio. Da qui sorgera
I'esigenza di definire che cosa s’intende per puintaccumulazione in R.

Al termine di questa fase, si dedichera un popdizso alle operazioni di



verifica di limiti mediante la definizione, relatimmente ad alcuni casi significativi,

con lo scopo di¢onsolidare il significato della definizione e dvbrire negli allievi

la comprensione degli stessi teoremi e farne amarezla generalita[Malara, 2003]
(gli esempi riguarderanno la risoluzione di disemjoiai algebriche elementari per non
appesantire la trattazione con ulteriori possitifficolta). In particolare, si
presenteranno esempi relativi a funzioni che ddveet essere ormai note agli
studenti (funzioni omografiche, rette e parabateniodo da confrontare la correttezza
del risultato con la rappresentazione grafica.

Al fine di non associare il concetto di limite diaifunzione in un punto alla

convinzione di una certa “regolarita” della funzéostessa, successivamente si

analizzeranno casi in cui, al tendere al pLﬁ‘?t;bvanri della funzione si stabilizzano

su due numeri diversi, a seconda che ci si avvadipunto da sinistra o da destra (in
cui la regolarita cui si accennava sopra non égsgoluta”). Si introducono, quindi, i

concetti di “limite destro” e “limite sinistro”.

FASE C. Tempo previsto: 8 ore

In questa fase saranno enunciati i teoremi fondgatiatei limiti e i teoremi sul
calcolo dei limiti, di cui verranno presentate sla@imostrazioni piu semplici (per le
ragioni espresse nel paragrafo relativo alle gjratéi insegnamento). In particolare,
si soffermera 'attenzione su alcuni casi partidatacui questi teoremi perdono di
validita, in quanto vengono a cadere alcune dpbiéesi. Questa sara un’occasione per
riprendere alcune considerazioni relative alle ditrazioni dei teoremi; sono note a
tutti, infatti, le difficolta che gli studenti incrano nelle dimostrazioni (difficolta nel
ragionamento deduttivo, difficolta legate a fattoetacognitivi, al linguaggio e alla
corretta interpretazione del testo del teorema).
Successivamente si introducono le forme indeter®jmecorrendo, dove possibile,
alla costruzione di opportune tabelle e alla vigzakzione.
A questo punto € possibile passare alla trattazibaéuni “limiti notevoli”

jim 2™ e jim (1+1y
(0 x o X" ), la cui verifica (relativamente al secondo casoh
presentata attraverso I'uso del registro tabulare.

In questa fase si presenteranno esercizi significagi quali dover applicare in modo



opportuno le proprieta esaminate.

FASE D. Tempo previsto: 2 ore

La quarta fase € dedicata alla valutazione cheeappta un aspetto molto
importante dellinsegnamento.
Essa, infatti, permette di verificarefficacia di un intervento educativo e il probtt
di un allievd [Fandifio Pinilla, 2002]. La valutazione puo, duegessere utile per
capire se e necessario 0 meno apportare dei camfica’organizzazione dei
contenuti proposti e allerfetodologie del lavoro in aulgFandifio Pinilla, 2002].
Attraverso la valutazione é possibile comunicatesagdenti cido che per noi é
importante nell’apprendimento. Questo “strumentad pffrire, quindi, grossi
vantaggi per quanto riguarda il monitoraggio dehptesso sistemico allievo-
insegnante-sapere.
Verranno dedicati, dunque, alla valutazione momguntante tutto l'intervento in
classe.

Piu precisamente:

Valutazione formativa
La valutazione formativa verra condotta attravéissservazione attenta degli
interventi degli studenti nelle discussioni di ssmomenti molto significativi in cui
gli allievi possono assumere ruoli attivi rivelanalgertamente le proprie idee. Si
prevedono anche colloqui orali, nella convinziohe cappresentino uno strumento
per la valutazione di processi, strategie, capacitaunicative ed argomentative dello
studente.
Agli studenti saranno fornite, inoltre, delle schelil lavoroin itinere da svolgere in
classe (prevedendo il ricorso al lavoro di grupple)le quali si effettuera la

discussione e la sintesi in classe. In particokesee sono previste:

1 Allafine della FASE 1 A, in cui le schede cons@mno esempi simili a quelli
trattati:
verranno presentate delle funzioni con relativdigoee gli studenti,
utilizzando una calcolatrice scientifid@92 plus , dovranno costruire delle

tabelle in modo analogo a quello descritto neléefBASE 1 A.



1 Allafine della fase FASE B, in cui le schedeve@eranno esercizi relativi alla

verifica di limite tramite ricorso alle varie deimoni viste.

2 Nella FASE C, in cui le schede verteranno int@anteoremi proposti, con
particolare attenzione alla lettura e al significdt enunciati di teoremi con

ipotesi mancanti; saranno proposti anche semaiozi di calcoli di limiti.

3 Allafine della FASE C, in cui le schede contarma esercizi relativi alle

forme indeterminate e ai limiti notevoli.

Valutazione sommativa
Nella parte finale del tirocinio & prevista unayaaonclusiva composta da quesiti
relativi alla parte teorica degli argomenti affrathne da esercizi da svolgere in cui

dover applicare le conoscenze acquisite.

Introduzione al tirocinio

L’attivita progettata insieme al supervisore euabt non € stata modificata
nelle linee generali nella pratica sul campo.
Sicuramente la fase iniziale, quella prevista jpetrdbduzione del concetto di limite,
che si & conclusa con la sua definizione formaajdhiesto piu tempo del previsto;
infatti, mi sono scontrata direttamente con leez@roblematiche studiate nelle
ricerche di didattica inerenti a questo argomento.
Questo mi ha costretto a rivedere la programmaztadalita; in particolare, ho
dovuto eliminare la trattazione dei limiti noteydérmandomi ad una fase iniziale del
calcolo dei limiti.
Oltre a questo, lo svolgimento dell’azione didattécstato rallentato a volte dalle
difficolta riscontrate dagli studenti nel gestimoscenze pregresse che io avevo dato
come prerequisiti; mi riferisco in particolare alisoluzione di equazioni e
disequazioni algebriche e ad alcuni elementi babe &inzioni (come |l
riconoscimento di alcune funzioni note o l'indivaitione di funzioni a partire dalla



loro rappresentazione algebrica).

Inoltre, prima del mio intervento, la Tutor, pradesessa Rinaldi non e riuscita a
trattare le funzioni esponenziali e logaritmiche.

In questo modo la casistica degli esempi analizzatata molto ridimensionata,

riducendosi in pratica alla trattazione delle galezioni polinomiali e polinomiali
fratte.



CAPITOLO 3

Il progetto di tirocinio

FASE A

In questa prima fase del tirocinio ho cercato, cageennato nei paragrafi
precedenti, un approccio in ambito costruttividtecamcetto di limite basato
sull’utilizzo della calcolatrice grafico-simbolid&-92 Plus , nella convinzione
della sua efficacia e significativita per 'apprénénto.

Utilizzando i vari registri simbolici offerti dallealcolatrice, ho cercato di attuare un
percorso di costruzione di conoscenza in cui ldestte potesse essere il soggetto

attivo, percorso articolato nelle seguenti fasi:

3 Esplorazione
4 Formulazione di congetture

5 Validazione e verifica delle congetture

Ho, quindi, cercato di coinvolgere il piu possibjle studenti facendo in modo che lo
svolgimento della lezione avvenisse con il lordivatcontributo; ovviamente gli
interventi sono stati stimolati anche dalle mie donfe.

Purtroppo I'lstituto Pacinotti non dispone de€llie92 Plus , quindi tale strumento é
stato usato soltanto come mezzo di proiezionephutd agli studenti delle schede da
svolgere singolarmente o in gruppo, da completack@come momento di sintesi.
Devo dire, innanzitutto, che gli allievi si sono strati molto interessati e incuriositi
da una situazione didattica basata sull’'utilizzgukesta “nuova tecnologia”
(probabilmente perché per loro rappresentava undgae cio ha influito
positivamente sulla loro partecipazione.

Gli interventi degli studenti, sono stati, infattifilo conduttore di questa parte
introduttiva (e non solo).

| ragazzi non sapevano di preciso quale argomemeamo affrontato insieme; ho
solo precisato che sarebbe stato approfonditoardteente il discorso sulle funzioni,
iniziato dalla classe insieme alla Tutor.

Inizialmente gli studenti erano un po’ sospettasimiei confronti, a causa dei miei



continui tentativi di coinvolgerli. Molti di loranfatti, avevano timore di sbagliare e
soprattutto di essere giudicati da me (anche peré nostro primo incontro nella
veste di allievi-insegnante). Alcuni hanno mostiedtesemente sfiducia nelle proprie
capacita, cosa che li ha portati, in un primo maimes non intervenire nelle
discussioni, dandosi come sconfitti in partenza.

Poco a poco, pero, gli studenti hanno capito clmestavo li per giudicarli, ma che mi
interessava realmente cio che avevano da direvblteappurato questo, molti di
loro hanno cominciato a “mettersi in gioco” parpeeido attivamente ai dibattiti
emersi in classe.

Cosi, attraverso la calcolatrice ho proposto qo@sempi di funzioni riconducibili ai
4 possibili casi di limite.

In questo modo siamo partiti dal caso del limitetdi di f(x) perx che tende a un

valore finito

2
F=X4

Pill precisamente abbiamo preso in esame le funzioni x-2 g9 =x+2
Innanzitutto, trattandosi di un argomento che amewafrontato da poco, ho
approfittato per fare un po’ di ripasso sulle fumziper testare il grado di
comprensione della classe. Abbiamo fatto, quineliecconsiderazioni circa il
dominio di ciascuna di esse e sul probabile grafico

Gli studenti hanno notato subito che, con un’oppmatscomposizione del

. . R . = 1
numeratore, la prima funzione pud essere scrittgecd () = X+2 conx* 2

Alcuni hanno anche detto che diventava identicalat, omettendo di considerare il
dominio della funzion&x).

E stato interessante vedere come, dopo un poirgidegli studenti provassero gusto
nell'intervenire e nell’esprimere la propria opinea proposito degli argomenti
trattati. Soprattutto, dopo aver esposto le lomgetdture (alcune delle quali nate di
risposta alle mie sollecitazioni, altre spontaneata)e si mostravano molto interessati
alla verifica della loro validita, come si trattas$i un gioco stimolante. Questo é stato
molto positivo; gli studenti, infatti, hanno pantesto attivamente alla discussione con
interventi pensati e argomentati e comunque serahmamotivati ad apprendere cose
nuove e cose gia trattate, ma che non ricordavaobe non avevano ben compreso.

A questo punto abbiamo confrontato le due funzoitaiie sopra. Mediante la



calcolatrice ne abbiamo disegnato il grafico, arureverificare alcune ipotesi fatte
dagli allievi. Ovviamente il grafico risultava, dalinto di vista percettivo, lo stesso
per entrambe; ho chiesto se effettivamente fossie ka maggior parte degli allievi
allora ha risposto che in realti# ‘2 equazioni rappresentano la stessa retta, nha ne
primo caso essa presenta un buco

Siamo passati, poi, allo studio delle tabelle ddox assunti dalle due funzioni:
ragionando su di esse, abbiamo constatatd(ghaon é definita nel puntg = 2
(come gia era emerso dalle discussioni preced€nigsto non succede invece ger
(x).

In seguito, ho condotto gli studenti a congettucdre cosa succede “vicino” al punto
Xoche e escluso dal dominio della prima funzione. €warifica, abbiamo analizzato
le seguenti tabelle dei valori assuntifdg e g(x) perx che “si avvicina per difetto o

per eccesso®’:

R satuplrs t Femes ] Falind Fa] |
er? 3.29?

.98 |3.983 |3.98
.99 |3.99 |3.99
2. undef (4.
2.01 [4.01 |4.@01
2.02 [4.02 |4.02
.03 [4.03  |4.03
2 4

X

« 04 « 04
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Fig.2

| ragazzi hanno notato immediatamente che, in eftracasi, 1 valori delle funzioni
si avvicinano indefinitivamente ad uno stesso aaf@satd [Cappuccio, 2002], che
abbiamo chiamatbe che é stato individuato anche grazie ad unassnssempre
piu fine della tabella.

Partendo da questa analogia di comportamento digiéunzioni, abbiamo cercato di
capire “come” i loro valori si avvicinano dgber valori dix che si avvicinano .

Per questo abbiamo costruito (sotto mio suggerio)dattabelle dei valori assunti da
[f(x)-1| e

l[g(x}!|, considerata “nelle vicinanzédi Xo.



Osservando la seguente tabella:
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Fig.3

gli allievi hanno affermato che i valori assoludlleé differenze si comportano allo
stesso modo, cioé essi diventano sempre piu pjcamliostante le due funzioni siano
essenzialmente diverse.
A questo punto, a partire dalle informazioni sdédwlalle tabelle, siamo tornati ad
una lettura “guidata” dei grafici delle due funzidassi risultano indistinguibili nello
schermo della calcolatrice, ma i pochi studentimbie avevano colto subito la
differenza non sono poi tratti in inganno, grazi@woro fatto in ambient@&able
(abbiamo sottolineato come, a volte, cid che “vediapud non corrispondere a
verita).

_3x-1
In modo analogo, abbiamo analizzato la funzione S 2x-5 (per il caso di limite

finito perx che tende all’infinito).

Anche in questo caso siamo patrtiti dall’individua® del campo di esistenza della
funzione; successivamente, abbiamo usato la célioelger tracciarne il grafico;
come gia detto, i ragazzi non sapevano di che funezsi trattasse e alle mie domande
a riguardo molti hanno tentato di indovinare (quale ha parlato anche di retta!),
mostrando poca dimestichezza nel riconoscere faname. La calcolatric&i-

92Plus mostra una schermata del tipo:
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Fortunatamente, senza neanche il mio interventoalggior parte dei ragazzi ha
notato che questo grafico ha “qualcosa che nompgethé disegna un tratto che non
appartiene alla funzione (I'asintoto). Ho spiegagti studenti che la calcolatrice
unisce i pixel; quindi, ho chiesto loro un metodw pggirare 'ostacolo. A nessuno é
venuto in mente che la soluzione stava nel definifanzione a tratti (anche questa e
sembrata una cosa nuova); ho colto questa occgsenmagionare ulteriormente sul
concetto di dominio.

Inoltre, come alcuni autori sostengono, definira tumzione a tratti puo essere utile
per evitare la formazione di misconcezioni relatgé asintoti, concetto che non e
stato oggetto (se non in modo marginale) di quistoinio.

Riferendosi all’asintoto della funzione considerddamaggior parte degli studenti ha
usato espressioni del tipta“‘funzione ci arriva vicino, ma non lo tocca

Basandomi anche su quanto affermato da Bagni imalsue ricerche [Bagni, 1998],
ritengo che questo tradisce una concezione intudell'infinitesimo potenziale. C'e
stato anche il caso isolato di un ragazzo cheegviehuto dicendo cheSi, ma prima
0 poi lo raggiungeral!!?~

Questo tentativo ingenuo di immaginare la conclusione glelcedimento di
progressiva diminuzione della distanza tra la cuevBasintotd [Bagni, 1998],
potrebbe rivelare la convinzione chan’indefinita riduzione di una quantita finita
porti necessariamente all’annullamento di tale gl

Successivamente, prendendo come pretesto la len#atdello schermo della
calcolatrice, ho chiesto ai ragazzi cosa pensavhasuccedesse al di fuori di esso,

cioe per valori dellx “molto grandi o molto piccoli”. Come al solitoagazzi hanno



formulato le loro congetture a riguardo che siamogmdati a verificare analizzando

le tabelle seguenti:
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Gli studenti hanno, dunque, affermato che la fumeiti stabilizz& vicino a 1,5.
Analogamente al caso precedente, abbiamo studli@oiportamento df(x)-|

arrivando alle stesse conclusioni.

Abbiamo poi attuato un percorso analogo per gli dite casi di limite di funzione,

3
f(x) =
prendendo in esame le funzioni X-

3
e =
1 9(x) = x |

Come detto all'inizio di questo paragrafo, ho dimtito delle schede ai ragazzi da
completare sia rispondendo alle domande che soeosemella discussione, sia

riproducendo i grafici delle funzione viste, siamqaetando le tabelle di valori.



Questo ha permesso ai ragazzi di seguire piu agevie la lezione e a me di avere

elementi circa cosa essi fossero in grado di “dpree” graficamente.

E interessante osservare come spesso gli stuaefane cose diverse da quelle che

'insegnante immagina.

Nel caso di limite finito, in relazione #X)-I| hanno scritto espressioni qualiventa

sempre piu piccolo man mano che x si avvicind dtsi avvicina a 0 ma non lo

raggiunge mdi,

Alla fine di questa parte introduttiva, per sirgeire un po’ il lavoro fatto, siamo

arrivati a dire che:

1)

2
X -4
f(x) =
“Perx che si avvicina per difetto o per eccesso a2, X- 2 sjavvicina

sempre di piu a 4 §%)-4| diventa sempre piu piccolo”

(x) = 3x-1 3
2) “Per valori di}| molto grandi, 2x- 5 sj avvicina sempre di piu & e
3
f(x)- 2 | diventa sempre pil piccolo”
1 | f ()| con f (x)=i
3) “Perx che si avvicina per difetto o per eccessé a 2x-1

4)

diventa sempre piu grande”

“Per valori di}| molto grandi,| f (X)| diventa sempre piu grande”

Il linguaggio usato negli interventi dagli allief@he ho riportato nello schema

precedente) si presenta ad uno stadio ancora malitivo, che richiama la gia citata

definizione di limite data da Cauchy nel 1821.

| termini utilizzati dagli studenti, infatti, trasitono decisamente un’idea di
“movimento”, riallacciandosi, con un linguaggio ch#le richiamarsi a quello
naturale, alle analisi e costruzioni effettuateregistro tabulare, in cui prevale

I'aspetto di processo legato al concetto di limite.



FASE B

Successivamente, ho ripreso le definizioni topalogidi intorno completo di
un punto e intorno di infinito (in R) che i ragazzievano gia visto con la Tutor, la
professoressa Rinaldi, ma che non ricordavano.eStgupunto, sempre
“conducendo” insieme la lezione, siamo passati‘aldatruzione” vera e propria della
definizione di limite, che ci ha permesso di amésauccessivamente alla definizione
“epsilon-delta” di Weierstrass nella quale il comaeali limite appare ormai nella sua
natura di oggetto.
lllustrerd soltanto il lavoro fatto relativamentiéagprima funzione considerata:

X2 - 4
X-2

f(x) =
Riprendendo quanto affermato nei punti precedesiaeno chiesti:

6 Cosa significa chef(k)-4| diventa sempre piu piccolo peche si avvicina per

difetto o per eccesso a 2"?

Qualche studente ha risposto che, ad eseniip4| < 0,1; questo equivale a dire

che:

f(x) ' ]4' 0L 4+ 0'][, sex appartiene ad un intorno di 2 che dipende dadada(che

abbiamo visto anche graficamente, vedi fig.7).

Questo ragionamento puo essere ripetuto per 0,001 @ cosi via, prendendo numeri
positivi sempre piu piccoli; possiamo “generalizZZazonsiderando dunque un
numero positivo piccolo a piacere e concludere, quinde c

[f(x)- 4<esexi J2- d9;2+d6'[, con%e che dipende da



La &

Fig.7

Abbiamo, quindi, concluso che questo comportamdatia funzione si sintetizza

lim f(x)=4
nella scrittura:x® 2 :
Durante questa attivita, ho fornito agli studemiel schede in cui potevano
ripercorrere tale procedimento; al termine di égseportato la definizione di limite
relativa al caso considerato tratta dal loro lidréesto, cercando di analizzarne
insieme ogni termine per far capire ai ragazzisilteattava di una definizione uguale

a quella costruita insieme.
Un procedimento analogo e stato applicato agiitaétrcasi di limite di funzione.
Per chiarire alcuni passaggi e per aggirare aldiffieolta sorte soprattutto a causa

del linguaggio usato, ho proposto alcuni eserdiei gprendevano il percorso
proposto nella “costruzione” della definizione idnite. Ne riporto qui di seguito un

esempio:
2 -
F(x) = X< +3x-10
1) Sia X- 2 | Sene calcolino i valori per= 1.9, 1.99, 1.999...... e pgr= 2.1,
2.01, 2.001.....

-7 Cosa si puo osservare?

1
() - 7<=
-8 Si determinino i valori dk per cui 10




funzione, &€ emerso chiaramente, anche dalle tesigmpe dirette degli studenti, che i
ragazzi sembrano aver compreso il senso dellaidiefve formale, ma fanno molta
fatica nell’'usare un linguaggio rigoroso; inoltceme dimostrano anche molte
ricerche a riguardo, non ne comprendono assolut@ne@mecessita.

Tale difficolta nel linguaggio impediva ai ragagiiricostruire (sotto mia richiesta) il
percorso seguito insieme precedentemente.

L’'uso dei quantificatori “esiste” e “per ogni”, particolare, ha destato molte
perplessita, quasi come se i ragazzi non li avessar incontrati. Possono, infatti,
anche sorgere dei problemi dovuti al fatto che lessno nel linguaggio naturale un
significato diverso da quello che assumono in aoniidtematico.

Inoltre, introdotto il concetto di limite, ho notatome il linguaggio comune abbia
influito in questa fase iniziale: alcuni studeiit esempio, mi hanno detto che,
trattandosi di un limite, la funzione non lo raggge mai.

In questo tipo di approccio costruttivista, la defione di Weierstrass é stata il punto
di arrivo. Si é cercato, infatti, di costruire drcetto di limite a partire dalle
affermazioni degli studenti, attraverso uno studipiale piu “intuitivo” e forse piu
vicino all’esperienza degli allievi che richiamaun certo senso 'opera di Cauchy. A
guesto proposito, infatti, dopo aver costruito de@nizione “nostra” di limite, ho
proposto proprio la definizione di Cauchy.

E stato interessante I'intervento di un ragazzq dfeeendosi agli esempi di funzioni
omografiche, ha detto ché tomportamento della curva nei confronti del suo
asintoto poteva essere descritto con il lithite

Al termine di questa fase ho distribuito ai ragarza scheda riassuntiva dei
procedimenti che hanno portato alla costruzionkdfgfinizione di limite; in
particolare, mi sono molto soffermata sul linguaggairrivando alle definizioni con un
lavoro in parallelo sia in un linguaggio piu “intivo” (come quello usato nella fase
iniziale dagli studenti stessi) sia in un linguaggiu formale.

Riporto, di seguito, I'esempio relativo al primasoadi limite di funzione considerato
(limite finito di f(x) perx che tende ad un valore finito):

sia ¥ = (X una funzione definita in un intorno del punto s;laso al piu il punta.

f(x) tende ad assumere valori sempre piu vicins@x si avvicina sempre di pitca

La differenza in valore assoluto f(&) e il valorel diventa sempre piu piccola per gichesi

avvicinanosempre di piu a.




all'infinito) a partire dal suo grafico.

Nello svolgimento del tirocinio, ho sempre insist#ulla rappresentazione cartesiana
di ogni funzione trattata poiché credo, innanzituthe questo permetta agli studenti
di familiarizzare con funzioni elementari (partdlelguali avevano gia studiato, ma di
cui non ricordavano praticamente nulla); inoltred ffavorire un graduale
avvicinamento allo studio del grafico che, comepsampo, nella scuola italiana e
considerato un po’ il puntdi arrivo di tutta I’Analisi.

Anche la docente Tutor ha apprezzato molto quesietto ritenendo che, in tal
modo, abbiamo in un certo senso “ipotecato” dedleoscenze per il futuro
apprendimento dello studio di funzione, soprattdtipo aver constatato un’effettiva
dimestichezza acquisita dai ragazzi in tale ambito.

Con lo scopo di garantire un’analisi “intelligen@gl’andamento del grafico di una
funzione, abbiamo usato costantemente anche lagsg@azione tabulare; in questo
modo gli studenti hanno realizzato che non semiprele la calcolatrice (o il
computer) ci mostra & esatto, come gia notato fgtEoni iniziali in cui & disegnato
un tratto rettilineo che non appartiene alla funeio

Gli allievi hanno, dunque, riconosciuto che nosigiuo affidare totalmente alla
tecnologia, ma sono necessari dei “sistemi di otlotrche dobbiamo acquisire.

Una volta testata la capacita da parte della cldissengetturare il valore del limite di
una funzione a partire dal suo grafico e da talukdlevalori, siamo passati alla verifica
di limite tramite la definizione.

Inizialmente, io e la Tutor eravamo un po’ indedseapprofondire 0 meno questo
aspetto, nella convinzione di una reale difficalégli allievi che avrebbe potuto
distoglierli dalle linee fondamentali dell’argomeritattato.

Alla fine, pero, ci siamo convinte che dedicargoondi spazio alle operazioni di
verifica di limiti mediante la definizione, relatimmente ad alcuni casi significativi,
puo contribuire ac¢onsolidare il significato della definizione e faive negli allievi la
comprensione degli stessi teoremi e farne apprezzageneralitd [Malara, 2003].
Owviamente, ho proposto degli esempi che coinvalgtisequazioni elementari per
non appesantire la trattazione con ulteriori poksiifficolta.

Il percorso didattico, come al solito, ha visto epnotagonisti gli studenti ed é
passato attraverso le fasi di esplorazione, formoee di congetture a partire
dall'analisi del grafico e delle tabelle e dalldidazione e verifica delle congetture

stesse.



Ad esempio, fra gli altri, ho affidato il compiteguente:

2) Sia

f(x)=é

lim f(x)
-12 Attraverso il grafico e attraverso la tabellaldaua ipotesi sui valori di® ¥
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Dalla correzione delle verifiche, ho notato chesjtatti gli studenti hanno portato a
termine quest’ultimo esercizio, ma sembra (sopitatjperché i termini usati erano
esattamente quelli del loro libro) che molti diiedsbiano recitato a memoria le
definizioni.

Credo, pero, che questo non corrisponda alla nguaisizione del concetto in
guestione (basandomi su quanto visto a leziongaiiticolare sugli interventi degli
studenti) quanto piuttosto alla difficolta di appriarsi di un linguaggio formale tanto
difficile, cosa che ha spinto molti degli studeadta “riproduzione” di quello del libro
di testo.

In alcuni protocolli si assiste addirittura ad yrgadita totale di controllo di significato
dei termini, come evidenziato dall’'uso di un lingg# che cerca di essere “rigoroso”
e “formale” come quello della Matematica, ma cheegalta arriva a delle forme prive
di senso (rubando le parole di D’Amore, potremmidgoa del cosiddetto
“matematichese”).

Lo studente, a volte, si sente costretto ad espsinreuna lingua che ritiene consona,
ma di cui spesso non si e appropriato; tale esaypop derivare dalla sua visione
della disciplina o dalla necessita di rispondele @thieste del professore, nel pieno
rispetto delle clausole del contratto didattico.

lim f(x) =1
Ad esempio Fabio, per scrivere la definizione®i¥ dice:

“[...] adottando un piccolo e positivo possiamo definire la sua cqgrgasdenzain

intorno di infinito [...]”

Oppure Giovanni:

“Sia f(x)_con un intorno completo d[.c.]”

lim f(x) =¥
E infine Dario (nella definizione di® ¥ ):

“[...] se comunque si sceglie un numero arbitrariareegrande succede che si puo

determinare un intorno di infinito maggiore di M.]




Gli esercizi di verifica di limiti tramite definibne, invece, in generale non hanno
determinato delle grosse difficolta: erano simidjweelli visti in classe che, a parte la
fase iniziale cui ho accennato, sono stati benepigaagli studenti.

Inoltre, per le motivazioni presentate precedentea)de disequazioni prevedevano

facili procedure per la risoluzione.

FASE C

Prima di entrare nel vivo del calcolo dei limitp puntualizzato alcuni aspetti che non
avevo fino ad ora trattato, in una lezione in come precisato in altri casi, le nuove
conoscenze sono emerse a partire dalle discushiolsisse, basate sulla
partecipazione di gran parte degli studenti. Ag@&atfase iniziale, infatti, questo tipo
di attivita didattica é risultata molto efficacergi®é molti allievi hanno scommesso su
se stessi implicandosi personalmente (diventandpi@sto modo i veri protagonisti
del processo di costruzione di conoscenza). Attsavgueste lezioni dialogate sono
emerse, a volte, delle misconcezioni che altrimgmtbabilmente) non avrei notato.
Inoltre, durante questa attivita, in cui io spessoo stata solo un’attenta osservatrice
(che si intrometteva, se necessario, con interveméti all’approfondimento del
dibattito), € molto importante anche il confrontadie fra gli studenti stessi.

Tornando nello specifico degli argomenti disciptinpartendo dalla funzione

F(x) = Vx ho chiesto ai ragazzi se fosse possibile calcdléreite di tale funzione

perx che tende a 0.

Anche in questo caso, la nuova situazione problemati miei interventi hanno
messo in moto i ragionamenti degli allievi.

Cosi alcuni di loro inizialmente hanno rispostaeafiativamente, ma poi (dopo aver
posto domande per cercare di farli riflettere) lmamostrato delle perplessita dicendo
che in realta il limite ci dice come “si comporgaflinzione” in un intorno completo
del punto 0 (ovviamente non hanno utilizzato questainologia!).

Da questa “situazione problematica’ € nata la retzedi distinguere tra limite destro
e sinistro, sottolineando il fatto che, quando sesb diversi 0 uno dei due non puod

essere calcolato, il limite della funzione nel muobnsiderato non esiste.



A tal proposito ho fatto I'esempio di una funziaefinita a tratti che agli studenti &
sembrata uno strano oggetto matematico (nonosterdaeessi parlato brevemente
nella prima lezione).

Ho fatto quindi osservare, sempre richiamando lalocorazione dei ragazzi, come
guesto influisca sulla verifica del valore di umilie, cioé come si modificano le
disequazioni in gioco.

Successivamente ho presentato esempi di calctiloite (sempre supportata dai
grafici e da tabelle) in cui era necessario distarg tra “¥” e “-¥”.

Fino ad ora, infatti, nelle definizioni dei 4 casissibili di limite avevamo trattato il

caso generico di¥¥”. Per ricordare quanto fatto, ho presentato I'qserdella

funzione X di cui abbiamo analizzato il comportamento inntorno di infinito,

utilizzando di nuovo la calcolatrice e basandornggadito, sullo studio del grafico e
delle tabelle di valori:
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Gli studenti hanno affermato che il comportamential@ funzione puo essere

lim f(x)=0
sintetizzato nell’espressiont® ¥ :

— X
Successivamente, ho proposto I'esempio del gralfidia curvay = € Gli allievi

hanno riconosciuto che il comportamento della fanginon € lo stesso a¥+*e a “-
¥” e che, quindi, per uscire da questa situaziomeo&ssario distinguere tra i due
casi.

Anche in questo caso abbiamo visto quali sonodegliazioni necessarie per la

verifica.

Poi ho chiesto ai ragazzi in quali punti, secorato,|fosse possibilefdre” il limite,
prendendo spunto proprio da un intervento di undesite che mi aveva posto la
stessa domanda (lui sosteneva che si potéss ‘in tutti i punti!). In questo modo é
nato un dibattito fra gli studenti in cui tutti guasi) esponevano le proprie idee,
argomentandole e alcuni controbattevano agli iet@naltrui portando come
esempio, i casi di alcune funzioni analizzate.

Cosi inizialmente mi hanno risposto che era pdssibitutti i punti del dominio; poi,
ricordando le funzioni omografiche in cui avevanatcolato il limite in un punto che
non appartiene al dominio della funzione, grangdggli alunni, un po’ confusi, ha
affermato che allora qualsiasi punto andava bene!

Per questo motivo ho mostrato esempi di funzioei @bevano nel dominio anche dei



0 x>0

M= =1

punti isolati, come

Secondo la definizione di limite data, € emersosihmio calcolare il limite (anche
solo destro o sinistro) in punti che hanno un imbocontenuto nel dominio.

Nel caso della funzione considerata, abbiamo afitwrohe si puo calcolare il limite
solo per gli

X >0 e anche per= 0 (che non appartiene al dominio).

Il casox = - 1, escluso a priori dalla definizione datajato trattato a parte dicendo
che si puo calcolare solo il valore della funziamguel punto, ma non il limite.

Da qui e sorta I'esigenza di definire punti di aoclazione e punti isolati.

Anche in questo caso i ragazzi hanno mostratoel eapito, ma hanno anche

presentato la solita estrema difficolta nel linggiag

Successivamente siamo passati ai teoremi relativnii: teorema dell’unicita del
limite, teorema del confronto e della permanenzaeigno. Ho deciso insieme alla
docente Tutor, di proporre solo le dimostrazioni gemplici di alcuni di essi per non
“appesantire” la trattazione che solitamente engidto ostica. Infatti, nella fase
osservativa, si e potuto constatare che, anchemtief alle dimostrazioni piu semplici,
la classe in generale assumeva un atteggiamentoudiura pressoché totale, nella
convinzione di affrontare qualcosa che é al diifdetla propria portata.

Pertanto, ho mostrato ai ragazzi I'enunciato deiteoremi, ricorrendo ad
esemplificazioni mediante esempi, ed ho proposthnestrazione del teorema del
confronto.

Al posto di una spiegazione unidirezionale, ho agrdi costruirla insieme agli
studenti per coinvolgerli, evitando che si arresdes alle prime difficolta e per
vedere il loro comportamento di fronte ad un’atéiviel genere, che per loro
rappresentava di sicuro una novita.

A questo scopo ho distribuito ai ragazzi la segeienheda da completare con le

considerazioni che emergevano man mano dalla ndisttassione:



Quali SONO0 e IPOtESI del LEOIEIMAT?... .. i e e e aae e

_ lim f (x) = lim h(x) =1
DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA Sappiamo che®c X® 0 .

Quindi sappiamo che € si possono determinaf%e ed, taliche .......ccccevv i
Sia e il minore trade ed, . Per ogni tale che0 |X' C| o saranno verificate entrambe

le disequazioni precedenti e quindi:

Gli studenti, come mi aspettavo, hanno mostrattodi apprezzare molto
guest’attivita. La prima cosa che ho notato & dieeliemi da dimostrare contenevano
per gli allievi delle “verita” di per sé evidentj guindi, essi non erano di certo
stimolati a provarne la verita.

Questo e un aspetto che riguarda, in generala,laufiroblematica relativa alla
dimostrazione in matematica. Infatti, molti autaffiermano che la mancanza di

motivazione al dimostrare € uno degli ostacoli ni@agigse si e sicuri della verita di

11N cartn fatto 1a motivvazione non @ ecnnontaneaa commhebhbhe accare Arialla che



la trattazione, ma soltanto una verifica utilizzamtl nuovo lari-92 Plus .

Partendo da alcuni esempi, abbiamo verificatoahmzénte la validita del teorema sia
confrontando i grafici delle funzioni di partenzdiejuella risultante, sia (soprattutto)
le tabelle (che forse risultano piu significatimeguesto caso).

Inizialmente, abbiamo mostrato la validita del &spa del limite di una somma di
funzioni per funzioni molto semplici.

Ad esempio, ho verificato che:

lim(x+2)=3

x®1

limx=1 lim(2x+2) =4
x®1 x®1

attraverso 'uso della calcolatrice:
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Poi, basandomi su alcuni esempi mirati, ho intrtie forme indeterminate,



mostrando come queste diano luogo, a secondasleaaasultati diversi. Nessuno
degli studenti, ovviamente, aveva previsto questoportamento e sono rimasti
molto stupiti nel verificare che, effettivamentatta la classe era giunta a conclusioni
errate.

In alcuni casi, per la determinazione del limite,usato il comandditit " della
Ti-92 Plus .

Mi sembra che gli studenti non abbiano rilevato ichgarte i grossi problemi previsti
dalle ricerche di didattica e dovuti al confronta fun’algebra finalizzata alla
rappresentazione e al trattamento delle grandeirate fcon un’algebra delle
grandezze infiniteflMonari, 2004].

All'inizio, invece, come accennato precedentemem@no nutrito qualche
perplessita circa le forme indeterminate, essetnguntsdel loro diverso
comportamento a seconda dei casi.

Per calcolare il valore del limite delle funziomepe ad esempio ci siamo avvalsi
costantemente del loro grafico e, quando possitidie tabelle di valori, strumenti

che ormai gli studenti avevano imparato ad usare.

Avendo ormai gettato le basi necessarie, abbiarhdgaffrontare i problemi relativi
al calcolo algebrico dei limiti.

Fino a questo punto, infatti, i ragazzi erano iadgr, come detto sopra, di congetturare
il valore del limite di una funzione a partire dadlservazione e dall’analisi del suo
grafico: a questo proposito gli allievi hanno reahte familiarizzato con il grafico e
con I'equazione di alcune delle funzioni che ablwamato piu frequentemente
durante la realizzazione del progetto.

Questo aspetto e stato molto apprezzato dalla tedemor, anche perché, come ho
potuto notare nella fase osservativa, pochi ragaerna del mio intervento, erano in
grado di riconoscere anche le funzioni piu semgliobte.

Basandosi su queste “competenze”, ormai acquisiteercato di creare una
situazione problematica che per la soluzione néessge dell’acquisizione di nuove
conoscenze.

Piu precisamente ci siamo chiesti come si potessardinare il valore del limite di
una funzione senza avere a disposizione il suacgraf

Devo precisare che, sotto richiesta della Tutoitratbato quasi esclusivamente



funzioni polinomiali e polinomiali fratte anche p&g la classe, al mio arrivo, non
aveva ancora analizzato le funzioni esponenzialgaritmiche.

Dunque la gamma degli esempi considerati € statomistretta.

Arrivata ad un certo punto, quindi, sono stataretist ad affrontare delle procedure di
calcolo.

Analizzero separatamente i casi di funzioni poliredne polinomiali fratte.

14 funzioni polinomiali
Per quanto riguarda il calcolo del limite di unaZione in un punto c, gli allievi erano
gia arrivati alla conclusione che bastava soségemplicement# valore “c” allax
per ottenere il risultato corretto (regola cherane costruiti a partire dagli esempi
trattati precedentemente). Dunque, ho spiegatodoeanvece bisognerebbe sostituire
al valore dellak, un numero di un intorno di c.
Visto che ormai per gli studenti era diventata nnava regola da applicare ho
ribadito in piu occasioni che in realta, concettugthte e coerentemente con la
definizione del concetto di limite, questa operagioon era corretta, anche per
evitare (come gia fatto in altri casi) di conforeldrimite con un valore della
funzione.
Per quanto riguarda il caso di limite all’infinito, siamo costruiti progressivamente
guesta “nuova algebra allargata” dei limiti, anshéasi molto intuitive.
Per le forme indeterminate, invece, siamo dovadirrere a tecniche di

raccoglimento del termine con grado piu alto.

- funzioni polinomiali fratte

| casi in cui non comparivano limiti infiniti néraumeratore né a denominatore sono

stati di immediata comprensione, utilizzando ilreena del limite del quoziente di

funzioni.

Negli altri casi (ad esclusione delle forme indetieate) gli studenti hanno ricavato

intuitivamente il valore del limite, soprattuttdacendoci alle frazioni (grazie anche
lim 2

ad alcune miei sollecitazioni). Ad esempio, peailcolo di *® ¥ X hanno formulato

un’analogia con una frazione con denominatore ngidmde, quindi gli studenti

hanno concluso che tale limite € 0.



Infine, per il calcolo del limite nelle forma in@eminate, gli allievi avevano ormai
capito che € necessario mettere la funzion@fi’altra formd in modo da ricondursi
agli altri casi visti. Cosi alcuni di loro hannmtzzato scomposizioni e
raccoglimenti.

Concludo dicendo che secondo me quest’ultima piatie, di regole e procedimenti
da eseguire, € sembrata agli studenti molto pitpbeene forse anche piu “normale”
in riferimento a quella che e la loro concezionkeddatematica e del suo

insegnamento.

Verifica sommativa

La verifica finale (allegato n. 2) che ho preparsité articolata nei seguenti punti:

1) Individuazione del valore dei limiti a partiraldyrafico di una funzionéal cui

raggiungimento ho assegnato 3 punti).
Il mio intento era quello di testare le capacitéettura di un grafico, anche

alla luce delle conoscenze acquisite dopo la pviendica formativa

2) Enunciazione di uno fra gli ultimi teoremi tigtitcon relativa

esemplificazione attraverso casi commer{gdtcui raggiungimento ho

assegnato 2 punti).
Lo scopo era quello di vedere se gli studentieadt un apprendimento
mnemonico dei testi dei teoremi, ne avevano capithe il significato.

3) Calcolo algebrico di alcuni limiti di funzionipfinomiali e polinomiali fratte

(al cui raggiungimento ho assegnato 3 punti).
Si voleva verificare I'acquisizione delle competemiz base per il calcolo

algebrico dei limiti.

Il rendimento della classe é stato decisamenteiposispetto agli obiettivi esposti
sopra.
Questo concorda anche con i risultati in terminia@to (non sempre c’é questo

parallelismo), che presentano, come mostra il gpafeguente, 2 insufficienze su 18:



Risultati della verifica finale

numero di
studenti

O P N W b 01 O N O©

insuff. quasi suff. suff. buono ottimo

Fig.16

Ovviamente questa € una valutazione e un’anali dela verifica finale. Per quanto
riguarda quella che per me é la valutazione corspleli tutto il tirocinio, ne parlero
piu approfonditamente nel prossimo paragrafo.

Osservazioni relative ad ogni singolo esercizio:

1) | ragazzi, come mostrato anche in precedenrmdavidenziato quasi tutti di
possedere delle buone capacita di interpretazieheotnportamento di una funzione
a partire dal suo grafico. Ci sono state soltaettedmprecisioni, come, ad esempio
la non distinzione tra “¥” e “-¥".

Questo tipo di errore € stato incontrato anchdduraesercizi successivi (solo da una
minoranza di studenti).

A tal proposito credo che si tratti di un ostacdidattico; piu precisamente, ritengo
che la mia scelta di presentare prima il caso gém@er poi effettuare,
successivamente, la distinzione tra il comportameéntina funzione a “¥” e “-¥”

sia stata, probabilmente, motivo di confusione.

Infatti “ogni docente sceglie un progetto, un curricolometodo, interpreta in modo
personale la trasposizione didattica, secondo E&nvinzioni sia scientifiche che
didattiche: egli crede in quella scelta e la propcaalla classe perché la pensa
efficace; ma quel che é efficace effettivamentegpalche studente, non € detto che lo



sia per altri’ [D’Amore, 1999]

Ritornando all’'esercizio, ho notato che gli studeescono a collegare le
informazioni in ambito algebrico con le carattacisé geometriche del grafico,
mostrando buona capacita di collegamento fra irdivegistri semiotici.

2) La maggior parte degli studenti ha enunciatoettamente il teorema, ma
probabilmente, come io immaginavo, per molti dolsr tratta di un apprendimento
mnemonico.

Infatti, solo 2 o 3 studenti sono stati in graddadnire un esempio corretto.

Alcuni hanno presentato dei grafici di dubbia iptetazione. Credo che in questo il
mio tirocinio sia stato poco efficace perché alcdeke difficolta inerenti i teoremi e
la loro dimostrazione sono rimaste. Sicuramentstpspetto meritava un lavoro piu
approfondito che non é stato svolto, anche per araadi tempo.

Soltanto Syed e Fabrizio abbozzano un’interpretezgrafica di quello che per loro
significa il teorema del confronto e cercano amthenpostare la dimostrazione, il
primo facendo riferimento al caso generale e badtidei veri e propri esempi
numerici (sono stati gli unici!). Nessuno deglriadtudenti ha presentato alcun
tentativo di interpretazione, cosa che testimaaiajo avviso, che molti ostacoli
relativi al ragionamento deduttivo, citati nel pguafo precedente, sono rimasti (anche
se in realta non avevo richiesto la dimostrazione).

Piu precisamente Fabrizio svolge cosi I'esercizio:
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Durante la correzione del compito, mi € sembratwagire che qualche allievo
considerasse superfluo o inutile mostrare un esengliteorema enunciato; questo,
secondo me, potrebbe essere un sintomo di unagisiella Matematica come di una
disciplina fatta solo di esercizi, regole (tra anche i teoremi) e calcoli.

In generale, ho comunque notato un miglioramenkcom®rollare adeguatamente i

termini del linguaggio matematico.

3) Quasi tutti gli studenti hanno svolto correttameegli esercizi proposti.
Anche qui pero ho riscontrato alcune incertezzatined soprattutto al calcolo del



limite destro (o sinistro) e al prodotto dei segni.

Ad esempio Riccardo svolge in questo modo un egerci
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Errori come guesto (commessi da pochissimi allipegsono essere dovuti alle
difficolta legate alla nuovalgebra dei limiti Essa, infatti, presenta delle
caratteristiche e delle regole simili a quelle 'd&dkebra cui gli studenti sono abituati
(come, ad esempio, quella del prodotto dei segpiiato), ma anche proprieta che
non coincidono affatto.

Questa sorta di dualismo, secondo me, puo genavafasioni e problemi
nell'apprendimento.

Ripeto pero che si tratta di qualche caso isolatioes anche da quanto visto dagli
interventi alla lavagna degli studenti, nel comptegli allievi hanno interiorizzato

correttamente le “regole” del calcolo dei limiti.

Luigi, invece, svolge in questo modo un esercizio:



Fig.20

Anche in questo caso c’e chi non ha fatto distinizita “+¥” e “-¥”.

Ad esempio, Carlo risolve cosi l'esercizio:

b) lim S5+x—x° =

X—>—00

S5-4vep —
5 .1
B( 5+ %)

- -00(-"‘3 :ép\\x (

Fig.21



VALUTAZIONE

Alla fine di un percorso come quello effettuateedw che sia necessario un momento
di riflessione sulla sua valutazione.

Ma valutare cosa?

Rubando le parole a M.I. Fandifio Pinilléa Valutazione deve essere vista
esclusivamente come il processo di analisi deldiadi tutte le componenti dell’aula:
il curricolo, I'efficacia dell'azione dell'insegnag, I'allievo’.

Per quanto riguarda la prima di queste componeatgia parlato nel secondo
capitolo del curricolo che intendevo proporre.

Scontrandomi con la realta dell’aula nelle sueevafaccettature, pero, ho dovuto
apportare delle modifiche per poi arrivare ad umicolo sviluppato diverso da quello
progettato in partenza.

A questo proposito ho gia descritto (sempre nebrség capitolo) i cambiamenti
effettuati, come ad esempio I'esclusione delladedne dei limiti notevoli. Infatti, ho
scelto di dedicare piu tempo per la fase inizialeodtruzione del concetto di limite,
avendo ad essa assegnato un ruolo centrale irodiresinio. Ho ritenuto piu
importante lavorare sulla corretta formazione aeloetto di limite piuttosto che
sull’acquisizione di regole e procedure per il oladi limiti (che, per questo. é stato
limitato ad una fase iniziale).

La componente piu importante, ma anche la piudiléfida valutare (secondo me), € il
curricolo appreso. Con questo termine si intendfatti, “quello che lo studente ha
appreso, ma anche quello che lo studente ha costfsppesso implicitamente) come
sue personali immagini della matematica e del siIsegnamentdFandifio Pinilla,
2002]. Dovrei parlare, a proposito, anche di cotdcsommerso, cioe di quello che
davvero lo studente ha appreso, tra cui ancheliGggione corretta di regole
sbagliate. Si tratta, dunqueléll'interpretazione personale che si fa ogni silago
studente di quello che I'insegnante ha fornito cameicolo sviluppaté [Fandifio
Pinilla, 2002].

A partire da quanto osservato in aula (attravessprattutto, gli interventi diretti degli
alunni) e in base anche all’analisi della verificeale, credo che, nel complesso, gli
studenti abbiano acquisito la capacita di leggarelamento di un grafico e di
collegare questo con il calcolo dei limiti dellanfione (soprattutto agli estremi del

suo dominio).



La maggior parte degli allievi sa applicare coaitnte le procedure di base per il
calcolo di limiti, in particolare, riferite a furani polinomiali e polinomiali fratte.

Ho ancora qualche dubbio su quello che &, foraspétto piu importante, e cioe la
corretta acquisizione del concetto di limite. Duesihtirocinio, ho potuto appurare
che 'immagine che gli studenti si sono creati aesfo “strano” oggetto matematico,
non sembra, nel complesso, avere condotto apparente, ad eventuali situazioni di
difficolta gia studiate in letteratura, a miscorioez (mi sto riferendo alle
misconcezioni della funzione costante e della fomeivalutata nel punto cui si
riferisce Bagni e cui ho accennato nel primo capjto

A questo proposito avevo preparato, a fine tiragila seguente domanda:

“Al termine di queste lezioni, che idea ti sei fasu questo strano oggetto
matematico:

“il limite” ?”

Il foglio conteneva alcune opzioni tra le qualigltere (preferibilmente commentate),
ma anche lo spazio per interpretazioni personali.

Purtroppo pero, a causa di un clima di classe naalforico dovuto al ritorno da una
settimana di gita e a causa dell’abbandono dalidictdella Matematica ormai da
diversi giorni, le risposte degli studenti non soisaltate significative; alcuni di loro
hanno messo delle crocette a caso e quasi nesadomito delle giustificazioni alle
scelte fatte.

Quindi, come gia detto, mi resta ancora qualchéidulna spero davvero che gli
studenti abbiano acquisito correttamente il conadittimite.

Per quanto riguarda le scelte didattiche effetfuato innanzitutto che, come
afferma Schwarzenberger [citato in Bagni, 1998 difficolta collegate all’Analisi
non ammettono spiegazioni semplici e che dunquiefognulazione intuitiva dei
concetti infinitesimali contiene implicitamente ahe difficolta.

Ritengo, pero, che il percorso realizzato a pad&ein approccio intuitivo al concetto
di limite, basato anche sull’'utilizzo della caldviee grafico-simbolic&i-92Plus

sia stato di aiuto agli studenti nella trattazidnen argomento che, come quello
affrontato, presenta molte difficolta; infatti, i@, secondo me ha facilitato la

costruzione del concetto di limite, cosa che hangsso, successivamente di arrivare



in modo significativo ad una formalizzazione foradatille definizioni topologiche.

Un ruolo fondamentale e stato assegnato al lingaaggedo, infatti, che il lavoro
fatto prima sul linguaggio comune, poi su quelld pgoroso della Matematica
(influenzato anche dal primo) sia stato importgpgedare significativita ai termini
usati, in una classe (e in una scuola, probabile)entcui difficilmente gli studenti
riescono ad acquisire itlfscorso scientificgcon le sue nozioni, i concetti ma anche
con i suoi modi linguistici peculiari){D’Amore, 1999]. Comunque, nonostante lo
spazio dedicato a queste attivita, molte difficoléd’esporre la propria conoscenza in
un linguaggio rigoroso sono rimaste.

Dai loro commenti, sia orali sia scritti, credo @lieallievi abbiano percepito che
'insegnamento della Matematica si deve organizzaceno al discente, con le sue
problematiche e i suoi “modi di vedere” le cose.

Le lezioni, infatti, sono state basate sull'intévéia e sulla partecipazione attiva degli
studenti nel processo di costruzione di conoscenza.

Gli interventi e i dibattiti di classe, filo condate di tutta la mia azione didattica,
sono stati molto efficaci perché attraverso di,d&glievo “ha accettato un ruolo
attivo nella discussione in aula, difendendo pnm@ ideé [Fandifio Pinilla, 2002].
Come gia detto, ritengo che questa metodologiatata molto proficua, in quanto in
alcuni casi mi ha consentito di accorgermi di peoful nell’apprendimento dei temi
trattati e, quindi, di operare delle scelte in @ilezione.

Inoltre, credo che gli studenti abbiano apprez#daito di rivestire un ruolo attivo

nel processo di apprendimento, cosa che, nella ioragarte dei casi, € stata garanzia
di partecipazione e motivazione. Come sostiene &w®@au [citato in D’Amore, 1999],
infatti, “I'allievo costruisce la conoscenza solo se si iessa personalmente nella
risoluzione di quanto gli & stato proposto attraaeta situazione didattica: in tal

caso si usa dire che si e raggiunta la devoluzidag@arte dell’allievo”.



CONCLUSIONI

Ritengo di poter dire che questa sia stata un’eésgea positiva per gli studenti.
Innanzitutto perché con la classe, dopo le prim®ie, ho instaurato un buonissimo
rapporto che mi ha permesso anche di procederdismvoltura nell’azione
didattica. La tutor sostiene che é stato un impbethanco di prova iniziare con una
classe cosi vivace e difficile da gestire.

Dai commenti scritti che gli studenti mi hanno sdato circa questa esperienza,
emerge che la classe ha apprezzato la presenna geusona diversa dalla propria
professoressa, con metodi di insegnamento different

Tutti hanno sottolineato la difficolta degli argontietrattati, un ragazzo li ha definiti
“un po’ troppo accademigier la nostra preparazione, ricchi di termini techdi non
immediata comprensioha conferma delle problematiche studiate in |ettiera,
alcune delle quali sono state riscontrate in quiastaro. La maggior parte della classe
ha affermato di averli recepiti in modo positivestvanche i risultati delle verifiche.
Un’esperienza positiva ovviamente per me stesgattijnguesta é stata la mia prima
(emozionante) prova di insegnamento di cui davherpotuto apprezzare ogni
aspetto: dalla progettazione dell'intervento didattlla conoscenza della vita di
classe.

La cosa che piu ho capito e che I'insegnamentoreeda un’attivita molto
complessa, a dispetto di quello che pensano mefsope; non basta essere
competenti nel campo disciplinare (spesso, unaValireati, ci si sente in un certo
senso alla fine di un percorso formativo), ma éssario anche conoscere gli sviluppi
delle ricerche didattiche che ci permettono di cmeoe le problematiche legate
all’'apprendimento per costruire il percorso didattintorno ad esse.

Credo, infine, che per me I'attivita di tirocini@asstata molto importante perché
comunque ha dato maggior significativita agli stiadiii in questi due anni,
permettendomi di riscontrare “sul campo” alcundeddinamiche del complesso

sistemico insegnante-allievo-sapere analizzategsioitanto a livello teorico.
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ALLEGATO 1: progetto di tirocinio

Finalita dell'insegnamento della Matematica

La domanda che spesso sento porre dagli studegitité/a al significato dello studio
della Matematica nella scuola e, soprattutto,raffortanza o meno di imparare
tecniche e regole per risolvere esercizi che aiosdo la loro opinione, non
serviranno mai nella vita di tutti i giorni. Da cgte poche righe si capisce come sia
diffusa un’idea ben precisa di questa materia,dehmolti & vista come un insieme di
regole intellegibili da memorizzare e applicareretiamente per arrivare alla risposta
giusta.

Spesso, cioe si ritiene che la Matematica siarsoltan mezzo per riuscire a
rispondere ai quesiti posti dall’inseghante, unareetificio intellettuale fine a se
stesso che, al di fuori delle mura scolastichejgpeompletamente di validita.
Riflettendo su questa diffusa concezione, mi pielgee nel mio tirocinio e, in
generale, in tutto il mio futuro percorso di doemontribuire allo sviluppo di una
visione diversa della disciplina. Gli studenti delvbero capire, innanzitutto, che la
Matematica € necessaria non soltanto per chi aggrigni propri studi in tale
direzione, ma anche per il futuro cittadino cheaavisogno di comprendere alcuni
aspetti della societa in cui vive come, ad esemaigestione dei rapporti con le
banche o lo svolgimento di varie attivita che miino le nuove tecnologie (le quali
hanno forti basi matematiche). Ora cioe, piu cheassato, ad ognuno di noi sono
richieste sempre maggiori conoscenze matematiche.

La Matematica fornisce anche modelli interpretadi®ila realta, sviluppando (come
previsto dalle finalita del suo insegnamento déscriei programmi Brocca) le facolta
logiche e intuitive, i procedimenti di astraziondidormazione dei concetti, le
capacita di ragionamento induttivo e deduttivatitadine alla precisione del
linguaggio.

L'immagine negativa della Matematica e dovuta araltfatto che essa rappresenta,
da sempre, uno degli scogli piu difficili da superall'interno del percorso scolastico
e che solo poche persone (eccezionalmente doketepno ad affrontarla in modo
vincente (ancora oggi, quando dico a qualcuno saeoi sono laureata, la gente mi

guarda come fossi un alieno!). Affinché questo mitosfatato, innanzitutto diventano



necessari i continui progressi della Didatticaaldliatematica che studia le varie
problematiche relative ai processi di insegnamapiarendimento. Inoltre, sarebbe
importante far capire agli studenti che la Mateo@aé una scienza in continua
evoluzione, il frutto del lavoro di molti uominigpartenenti ad una comunita
scientifica) e che solo attraverso i secoli e giualta forma in cui si trova adesso.
Quindi, la Matematica non comerodotto stantio eterno a-temporalg-andifio
Pinilla M. 1, 2002], ma con una propria storia #adl fatiche, insuccessi e continui
aggiustamenti. Non una perfetta entita “platonicad, un prodotto del pensiero
umano che, quindi, in forme che si sono evolutaerabpo, e parte integrante della
nostra civilta da sempre.

Bisognerebbe far comprendere agli studenti chedteMatica é cultura, al pari delle
altre scienze umanistiche cui spontaneamenteileudtiérimportanza nel percorso
culturale di ciascun individuo.

Lo studente dovrebbe, quindi, essere consapevelstaliapprendendo per la vita” e
per la costruzione di una propria identita, fatbi@sto che lo rendera un giorno un
cittadino consapevole e in grado di poter sceg(igtea mio avviso, € uno degli
obiettivi piu difficili e al tempo stesso importania realizzare).

Ripensando anche alla mia esperienza di alunndo ctee, purtroppo, far maturare
una tale consapevolezza sia un percorso molto anda@ertamente il piu proficuo.
Un docente dovrebbe lavorare proprio in questaidine, cercando un’'implicazione
da parte dello studente, utilizzando tutti i mgazssibili attraverso i quali essa possa
essere raggiunta.

Quindi, un ‘apprendimento per s€, per la propria vita, perribprio futurg’
[D’Amore, 1999], come punto di partenza per le @amplicazioni del complesso
sistemico insegnante-allievo-sapere, come sal&ovaunovi sconfinati mondi

dell’'apprendimento.

Strategie di insegnamento

In questo progetto verra presentato il concetttirdite di una funzione”, argomento
di basilare importanza per tutto il successivo istall’analisi.

L’approccio che si intende seguire, soprattuttéarfalse iniziale, e di tipo
costruttivista. Infatti, attraverso I'utilizzo delkalcolatrice grafico-simbolicE-92

plus , con cui verranno analizzati vari esempi signtfigasi vuole portare lo



studente ad una consapevole e attiva costruzidremdeetto in questione. La
calcolatrice sara utilizzata da me come mezzoaleprone; verranno pero fornite agli
studenti delle schede per seguire piu agevolmartzione e da completare come
momento di sintesi.

In questa fase il compito dell'insegnante &€ ungaiile a quello del regista:
proponendo dei “problemi”, deve fare in modo chetladente si senta implicato nella
loro risoluzione ottenendo cosi che essi diventiunoproblema dell’allievd
[D’Amore, 1999]. Solo in questo modo il discentegurra delle congetture che sara
pronto a difendere davanti agli altri (validazion&itraverso questa “rottura del
contratto didattico” si puo costruire la conoscernazfine, I'insegnante “ritorna” nella
fase di istituzionalizzazione delle congetture esegcome mediatore tra la
conoscenza spontanea e quella scientificamenteditaia.

Il docente deve, quindi, riuscire a creare un antbie classe in cui ognuno si senta
libero di formulare ipotesi e preservarle daglaathi esterni.

In questa fase per cosi dire intuitiva e sperimentéene sfruttata la varieta dei
registri simbolici fornita dalla calcolatrice chreJativamente al caso delle funzioni,
sono quello algebrico, grafico e tabulare (quesithd, soprattutto, viene di solito
trascurato nelle lezioni “tradizionali”). Molti ami sostengono, infatti, che I'utilizzo
di diversi significanti contribuisca favorevolmeratda costruzione del concetto
matematico. In questo contesto ci si assicurel&ftfettiva consapevolezza degli
studenti di stare trattandéo“stesso significato pur operando con significhversi’
[Cappuccio, 2002] e della loro dimestichezza redurre da un registro all’altro
(problema che dovrebbero gia aver trattato, avemaaffrontato le funzioni).
Importante e anche il coordinamento dei vari regisbprattutto per permettere una
reale differenziazione tra gli oggetti matematite éoro rappresentazioni (si veda, a
tal proposito, il “paradosso cognitivo” di Duval).

A queste tematiche é strettamente collegato ldstlidA. Sfard (1991) secondo la
guale il processo di apprendimento di un concetittematico e il risultato
dell'interazione di due aspetti molto diversi mangdementari che lo caratterizzano
(ognuno dei quali e evidenziato anche da particcd@presentazioni semiotiche).

Essi sono:

3 Aspetto strutturalgattraverso cui I'ente matematico € visto comeggetto e

in cui prevale una visione statica



4 Aspetto operativoattraverso cui I'ente matematico € visto com@mutesso

in una condizione piu dinamica

L’autrice sostiene pure che spesso I'aspetto aperatil primo passo verso
I'acquisizione di conoscenze (che avviene attravkrd$asi diinteriorizzazione
condensazioneeificaziong.

A partire da queste tematiche, si cerchera, qudidgvorire in classe un ambiente
interattivo e comunicativo in cui lo studente siativato a diventare il vero
protagonista del proprio apprendimento (in lineah&ncon lo stile d’insegnamento
della tutor).

Parlando specificatamente dei contenuti disciplirsie deciso di prendere la
definizione di limite di Weiertrass (anche dettéirdeione “epsilon-delta”), che
solitamente apre I'argomento in molti libri di testome punto di arrivo, tenendo
conto delle notevoli difficolta degli studenti redmprenderla a fondo. Per arrivare ad
essa, Si propone I'approccio sperimentale desdntpyecedenza in cui verra
presentata la definizione piu “intuitiva” di limifroposta da Cauchy nel 1821 come
ponte per una successiva trattazione piu “formadd’argomento.

Per quanto riguarda la presentazione dei vari teiarglativi ai limiti, si € deciso
insieme alla prof.ssa Rinaldi, mia tutor, di prapasolo le dimostrazioni pit semplici
di alcuni di essi per non “appesantire” la tratbaz che solitamente si dimostra gia
essere molto ostica. Infatti, nella fase osseraasve potuto constatare che, anche di
fronte alle dimostrazioni piu semplici, la classegenerale assume un atteggiamento
di chiusura pressoché totale, nella convinzioreffdontare qualcosa che e al di fuori
della propria portata.

In generale, durante I'intervento didattico, sieecato di tener presente i possibili
ostacoli legati alla comprensione del concettondité analizzati da vari autori.

Alcuni di essi possono essere cosi sintetizzati:

1 Ostacoli dovuti alla sovrapposizione tra linguagg@mune e linguaggio
matematicpche sono all’origine di alcune misconcezioni. ésg&mpio, le
espressionitende &, “limite”, “si avvicind e “convergé, equivalenti
nell’ambito dell'analisi, non lo sono nella lingnaturale. Piu

specificatamente Monaghan dice che:



“Approssimaembra rappresentare la piu netta difficolta pestgtenti, in
guanto e un termine vagbende & spesso Vvisto come simileiaavvicinain
un contesto matematico, sebbene il suo impiegddjanb non suggerisca
situazioni riferibili alimite. Ad entrambe le frasi e data un’interpretazione
dinamica.Convergepuo generare confusione in quanto il suo sigrtidica

quotidiano e fortemente associato a linee convéifgdonaghan, 1991].

2 Ostacoli legati alla simbologiasoprattutto relativamente alla definizione

“epsilon-delta” che risulta molto difficile e di cnon si capisce la necessita.

3 Ostacoli epistemologici legati al concetto di intiin si parla a tal proposito di
“Horror infiniti” che implica “il rifiuto dello stdus di operazione matematica
di passaggio al limite, I'estensione dei metodehligci per il trattamento delle
grandezze finite alle grandezze infinite, diffiéotti associare il passaggio al

limite all'idea di avvicinamento, di movimento fta” [Artigue M., 2002].

4 Ostacoli dovuti ai concetti primitivi di limite oguelli raggiunti in studi

precedenti.

5 Ostacoli dovuti ad un’eccessiva aderenza al puntosia geometrico nella

trattazione dei limiti.

Vincoli

La fase di tirocinio attivo si dovra svolgere pets classe 4” Gs dell’lstituto Tecnico
per Geometri “A. Pacinotti” di Bologna, classe detso sperimentale denominato
“Progetto 5” (Progetto assistito ex art. 3 - DPR/24).

Tale sperimentazione prevede al quarto anno trdioreatematica e informatica
settimanali che pero, per questioni organizzaseap state divise in 2 ore nel primo
guadrimestre e 4 nel secondo.

Questa caratteristica “modulare”, a mio parerdy@rfza moltissimo lo svolgimento
dell'azione didattica. Ho potuto, infatti, ossemahe fare lezione una sola volta alla
settimana impedisce di svolgere attivita che né@essdi maggiore tempo e di

continuita. Inoltre, accade che argomenti gia atft vengano dimenticati in questo



lasso di tempo abbastanza lungo e cio costringenséicamente la professoressa a
riprenderli con conseguente rallentamento del pnogna. Questo tipo di
organizzazione richiederebbe infatti, a mio avvisogrosso lavoro a casa da parte
degli studenti che purtroppo non sempre e svolto.

La classe in cui dovro svolgere il tirocinio é d¢sta da 22 alunni, tutti maschi.
Quest’aspetto, secondo me e anche secondo 'ogimielta mia tutor, la prof.ssa
Rinaldi, influisce molto sul comportamento dellasde, che risulta sempre molto
vivace e difficile da “trattenere” all’interno delpareti scolastiche. In questo clima,
quindi, spesso & (molto) faticoso svolgere unatezi Nella fase osservativa ho
comunque notato che, nonostante il tempo di atbeezilei ragazzi a volte sia molto
ridotto, esso risulta assai proficuo. Gli alunnfatti, si mostrano interessati agli
argomenti di Matematica proposti e intervengonaiocoamente nella spiegazione,
ponendo domande che evidenziano la loro vogliapire e la loro curiosita. Gl
allievi chiedono di tutto, anche cose che, con ummmo di riflessione, dovrebbero
capire tranquillamente da soli. Purtroppo, comedgito, questo lavoro in classe non
e accompagnato da un altrettanto fruttuoso studasa.

L’atteggiamento partecipativo degli studenti etfsudi un buon lavoro della prof.ssa
Rinaldi che si impegna continuamente per costuuirettimo rapporto con i Suoi
studenti basato sul dialogo e sulla comunicazioregndo in questo modo un
ambiente-classe estremamente interattivo.

Tale aspetto caratterizza costantemente lo stllattco dell’'insegnante, basato
essenzialmente su lezioni frontali volte, quandsspmle, alla costruzione comune dei
concetti matematici proposti.

La professoressa inoltre segue nelle sue lezidiride generali del libro di testo in
adozione (il Dodero-Baroncini per geometri) consaadelolo un valido supporto
didattico per gli studenti

Per quanto riguarda I'aspetto per cosi dire te@iotodell’lstituto, ho rilevato la
presenza di 6 laboratori di informatica, di cuigpeolo uno é riservato ai docenti di
Matematica, intendendo con questi sia i professarsettore Geometri, sia quelli
della sezione Ragionieri. In questo modo risultdtongdifficile avere la possibilita di
utilizzare tali attrezzature.

Per questo motivo, all’interno del mio progetto,deziso insieme alla prof.ssa

Rinaldi e al supervisore, di rinunciare all’'uso deimputer e dei software didattici in



favore della calcolatrice grafico-simbolit&92 plus . Tale strumento verra
utilizzato da me come mezzo di proiezione, sopttatiuella fase introduttiva al

concetto di limite quale ottimo supporto didattico.

Prerequisiti

7 Elementi di base di topologia: concetto di intbendi intervallo.

8 Padronanza dei concetti di funzione, di dominid eodominio di una
funzione

9 Elementi di base relativi alla lettura di un graf

10 Saper risolvere disequazioni e sistemi di diaeguni algebriche (anche di
grado superiore al secondo)

11 Elementi di base di geometria analitica delteare delle coniche

12 Elementi di base relativi alle funzioni gonionte

Obiettivi

In accordo con la programmazione didattica, shgtmo fondamentali i sequenti

obiettivi:

6 Padroneggiare il concetto di limite di una fumamei vari casi e saper
verificare limiti servendosi della definizione

7 Saper valutare 'andamento di una funzione dilliito o in un intorno di un
punto

8 Conoscere, comprendere e saper utilizzare iredosdamentali sui limiti

9 Saper riconoscere le forme indeterminate

10 Saper operare con i limiti: calcolare limiti iradhati e non, utilizzare forme
indeterminate

Organizzazione dei contenuti

FASE 1 A. Tempo previsto: 2 ore
Come gia esplicitato nel paragrafo precedentayalievtentare un approccio in ambito

costruttivista al concetto di limite basato suiliazo della calcolatrice grafico-



simbolicaTi-92 plus (nel modo descritto nelle strategie di insegnamemntlla
convinzione che questo possa rendere I'apprendong@atsignificativo.
Utilizzando i vari registri simbolici offerti dallealcolatrice, si vuole attuare un
percorso di costruzione di conoscenza in cui ldestite possa essere il soggetto
attivo.

Tale percorso si sviluppa nelle seguenti fasi:

15 Esplorazione
16 Formulazione di congetture

17 Validazione e verifica delle congetture

Si partira dal caso del limite finito &) perx che tende a un valore finito

2_ o
f(X)ZZX x 1

Ad esempio si prendera in esame la funzione X-1 :sinota che, con

un’opportuna scomposizione, essa diveht¥) = 2x+1,conxt 1

A questo punto si analizzano in parallelo le duezfonif(x) e 90 = 2X*1. gaji

studio delle tabelle dei valori assuntif(lg si constata che essa non e definita in un
particolare puntao (cosa che gli studenti dovrebbero intuire poich@iano gia
trattato le funzioni e i loro campi di esistenZ@yjiesto non succede invece géx). In
seguito si studiano le tabelle dei valori assuafi(x) e g(x) perx che si avvicina per
difetto o per eccessoxa In entrambi i casi, ci si accorge chevélori delle funzioni

si avvicinano indefinitivamente ad uno stesso aaf@satd [Cappuccio, 2002], che
chiameremd. Di seguito si costruiscono le tabelle dei vadmsunti daf(x)-1| e (x|
presox “nelle vicinanze” dixo e si nota che i valori assoluti di queste diffeesi
comportano allo stesso modo (possono cioe essE@iIEcole a piacere), nonostante
le due funzioni siano diversg(non appartiene al dominio ffk), ma appartiene al
dominio dig(x)).

A questo punto, attraverso le informazioni scadulidlle tabelle, si passa ad una
lettura “guidata” dei grafici delle due funzionisét risultano indistinguibili nello
schermo della calcolatrice, ma gli studenti nonrdblero essere tratti in inganno,
grazie al lavoro fatto precedentemente in ambi€atde (si evidenziera come a volte

cio che “vediamo” puo non corrispondere a veri@)esta attivita si colloca, dunque,



anche nell’ambito di una educazione alla lettunasaepevole di un grafico.

FASE A 2. Tempo previsto: 2 ore

In questa fase verranno analizzati i casi di fumizoon asintoti orizzontali e verticali,
procedendo esattamente nel modo descritto sopragionando, dove possibile, in
termini di valori assoluti delle differenZi€x)-1|. Successivamente si passera
all'osservazione dei grafici. Anche in questo classtudio delle tabelle permettera di
effettuare una lettura consapevole, evitando diggue a false conclusioni; la
calcolatrice, infatti, traccia dei segmenti unengoxel che perd non fanno parte del
grafico della funzione (ad esempio, nel caso difunaione fratta il cui denominatore
si annulla in due punti, [&i-92 plus disegnera 2 segmenti pseudo-verticali
corrispondenti ai due asintoti). Questo problema ggsere aggirato definendo le
funzioni a tratti (si puo cogliere questa occasipaeragionare sul concetto di
dominio). Definire una funzione a tratti potreblssere utile per evitare la formazione
di misconcezioni relative agli asintoti, concett@aon é oggetto (se non in modo

intuitivo) della seguente trattazione.

FASE B. Tempo previsto: 6 ore

Al termine della prima fase gli studenti dovrebbaver gia maturato un’idea intuitiva
del concetto di limite. Dunque, si procede ora adriagggiustamento” delle
osservazioni prodotte attraverso una fase di mtihalizzazione, in cui I'insegnante
deve costruire un ponte tra la conoscenza spontageaalla scientificamente
accreditata. Si arriva in questo modo ad un priembattivo di formalizzazione,
passando attraverso la definizione di limite datiall821 da Cauchy, che recitava in

guesto modo:

“Allorché i valori successivamente assunti da ueass variabile si avvicinano
indefinitivamente a un valore fissato, in modoidaé per differirne di tanto poco

guanto si vorra, quest’ultimo & chiamato il limdetutti gli altri”

Tale definizione, ancora molto intuitiva, porta @@un’idea di “movimento”,
riallacciandosi naturalmente alle analisi e costmizfatte precedentemente nel
registro tabulare, in cui prevale I'aspetto di @sso legato al concetto di limite.

Lo scopo € quello di arrivare successivamentedafaizione “epsilon-delta” di



Weilerstrass nella quale il concetto di limite agpammai nella sua natura di oggetto.
Verra proposta, dunque, la definizione “rigorosalativamente ai casi esaminati nelle

sai precedenti. Quindi:

3 Limite finito per x che tende ad un numero finito
4 Limite finto quando x che tende ad infinito

5 Limite infinito per x che tende ad un numero finito

Per gquanto riguarda il casolahite infinito per x che tende ad infinjtsi studieranno
funzioni note, come parabole o funzioni esponenei&garitmiche (in modo analogo
a quello descritto nelle fasi precedenti).

Giunti ormai alla definizione formale di limite, siostreranno alcuni esempi (sempre
attraverso I'utilizzo della calcolatrice) di funniodefinite in un punto, nel quale non é
pero possibile calcolare il limite. Si vedra, inifathe non si potranno costruire i
valori assoluti delle differenze come negli esewmgii in precedenza e che, quindi, si
potra cercare il limite di una funzione solo inpumtoxo tale che, in un intorno
comunqgue piccolo di esso, cadano infiniti puntidi@ninio. Da qui sorgera
I'esigenza di definire i punti di accumulazione.

Al termine di questa fase, si dedichera un popadizso per le operazioni di verifica di
limiti mediante la definizione, relativamente aduadi casi significativi, con lo scopo
di “consolidare il significato della definizione e dvbrire negli allievi la
comprensione degli stessi teoremi e farne apprezzageneralitd [Malara, 2003]

(gli esempi riguarderanno la risoluzione di disemjoiai semplici per non appesantire
la trattazione con ulteriori possibili difficoltan particolare si presenteranno esempi
relativi a funzioni che dovrebbero essere ormae rafli studenti (funzioni
omografiche, rette e parabole) in modo da confreriacorrettezza del risultato con
la rappresentazione grafica.

Al fine di non collegare il concetto di limite dna funzione in un punto alla
convinzione di una certa “regolarita” della funzéostessa, successivamente si
analizzeranno casi in cui i valori della funziomstabilizzano su due numeri diversi,
a seconda che ci si avvicini al punto da sinistda @estra (in cui la regolarita cui si
accennava sopra non e piu “assoluta”). Si introdaaquindi i concetti di “limite

destro” e “limite sinistro”.



FASE C. Tempo previsto: 8 ore

In questa fase saranno enunciati i teoremi fondgahetei limiti e i teoremi sul
calcolo dei limiti, di cui verranno presentate sl@aimostrazioni piu semplici (per le
ragioni espresse nel paragrafo relativo alle gratéi insegnamento). In particolare,
si soffermera I'attenzione su alcuni casi partidatacui questi teoremi perdono di
validita, in quanto vengono a cadere alcune dpbéesi. Questa sara un’occasione per
riprendere alcune considerazioni relative alle ditrazioni dei teoremi; sono note a
tutti, infatti, le difficolta che gli studenti inecdrano nelle dimostrazioni (difficolta nel
ragionamento deduttivo, difficolta legate a fattoetacognitivi, al linguaggio e alla
corretta interpretazione del testo del teorema).
Successivamente si introducono le forme indeter®jmecorrendo, dove possibile,
alla costruzione di opportune tabelle e alla vigzakzione.
A questo punto e possibile passare alla trattazibaéuni “limiti notevoli”

im 2™ e jim @+ 2y
(% X o X', la cui verifica (relativamente al secondo casnj
presentata attraverso I'uso del registro tabulare.
In questa fase si presenteranno esercizi signifiaai quali dover applicare le

opportune proprieta esaminate.

FASE D. Tempo previsto: 2 ore

La quarta fase e dedicata alla valutazione cheeappta un aspetto molto importante
dell'insegnamento.

Essa, infatti, permette di verificarefficacia di un intervento educativo e il probtt

di un allievd [Fandifio Pinilla M. I, 2002]. La valutazione pudynque, essere utile
per capire se € necessario 0 meno apportare deiaaenti all’organizzazione dei
contenuti proposti e allerfetodologie del lavoro in aulgFandifio Pinilla M. 1,

2002]. Attraverso la valutazione € possibile corare agli studenti cio che per noi e
importante nell’apprendimento. Questo “strumentad pffrire, quindi, grossi
vantaggi per quanto riguarda il monitoraggio dehptesso sistemico allievo-
insegnante-sapere.

Verranno dedicati, dunque, alla valutazione momgumtante tutto I'intervento in
classe.

Piu precisamente:



Valutazione formativa
La valutazione formativa verra condotta attravéissservazione attenta degli
interventi degli studenti nelle discussioni di siesmomenti molto significativi in cui
gli allievi possono assumere ruoli attivi rivelaralzertamente le proprie idee. Si
prevedono anche colloqui orali, nella convinziohe tappresentino uno strumento
utile per tutta la classe.
Agli studenti saranno fornite, inoltre, delle schetlil lavoroin itinere da svolgere a
casa o in classe (ipotizzando anche dei lavoripgp), delle quali si fara la

correzione in classe. In particolare esse sonagieev

4 Allafine della FASE 1 A, in cui le schede cond&mno esempi simili a quelli
trattati:
verranno presentate delle funzioni con relativdigoee gli studenti, mediante
una normale calcolatrice scientifica, dovrannorcost delle tabelle in modo
analogo a quello descritto nella fase FASE 1 A.

5 Allafine della fase FASE B, in cui le schedeteoranno esercizi relativi alla

verifica di limite tramite ricorso alle varie defmoni viste

6 Nella FASE C, in cui le schede verteranno intanteoremi proposti, con
particolare attenzione alla lettura e al significdt enunciati con ipotesi

mancanti; saranno proposti anche semplici esadcialcoli di limiti

7 Alla fine della FASE C, in cui le schede contana esercizi relativi alle

forme indeterminate e ai limiti notevoli.

Valutazione sommativa
Nella parte finale del tirocinio & prevista unayaaonclusiva composta da quesiti
relativi alla parte teorica degli argomenti affratne esercizi da svolgere in cui dover

applicare le conoscenze acquisite.
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ALLEGATO 2: verifica sommativa

Individwa il valore dei seguenti limiti:

- lim fix)= - lim fix)= - lim f(x)=
x=1* x=l" X=p+in

lim fix)= - lim f(x)= - lim fx)=
K=y x—¥] Xk
- lim fix)= - lim_f(x)= - lim fix)= lim fix)=
x—=0" _r_,_,J x—0" x=+0

2) Enuncia il teorema del confronto e, se riesci, spiegane il significato attraverso
un esempio commentato da fe.

3) Calcola i seguenti limiti:

a) lim x- 5= b) lim 2x%-x*=
=l (x=1) Xt
4 2
-1 ) x-
¢) lim 42:: +29x 6_= d) lim x2+3t ]C':
= x" 4 x° +5x-8 x=+=5x* +10x+25
15+3.r2+.x—‘|_ x2—5x+'i"_

€) |im27 fi lim 3
x—m x° 4+ Tx+2 =3 (x=3)

]







ALLEGATO 3: schede di lavoro

SCHEDA 1

Nome: Cognome:

2_
X e g(X)=x+ 2

f(x) =
1) X-

- Disegna i grafici delle due funzioni

- Completa le seqguenti tabelle:

X
f(x)

9(x)
1,7

1,7
1,8
1,8
1,85
1,85

1,9




SCHEDA 2

Nome: Cognome:
3
f(x) =
1)Sia 2x-1
- Trova il campo di esistenza della fUNZIONE. . .....ooon i e e e e e

- Disegna il grafico della funzione

- Completa la seguente tabella:

X
f(x)

0,3
0,4
0,49
0,499
0,5
0,51

0,511




SCHEDA 3.1

-10

DEFINIZIONE DEL LIBRO:

Sia y = f(x) una funzione definita in un intornawgaleto | del punto
C,

escluso al piu il punto c. Si dice che, per x tarid a c, la funzione

n o dim f(x) =I
y = f(x) ha per limite | e si scrive x®c

se comunque si scelga un numero positharbitrariamente
piccolo, si puo determinare, in corrispondenza adc un intorno
completo di ¢, contenuto in I, tale che, per ogdi tale intorno
(escluso al piu il punto x = c) si abbia

[f(x) - I<

174




SCHEDA 3.2

£(x) = 3x-1
2) 2X-5

10

DEFINIZIONE DEL LIBRO:

Sia y = f(x) una funzione definita in un intorndilinfinito. Si dice che, per x
tendente all'infinito, la funzione y = f(x) ha penite | e si scrive

IX|®er(x)=I ce

comungue si scelga un numero positivarbitrariamente piccolo, si puo
determinare, in corrispondenza ad esso, un intamniafinito , contenuto in |, tale
che, per ogni x di tale intorno si abbia

[f(x) - lI<




SCHEDA 3.3

3)f(x):2x-1

DEFINIZIONE DEL LIBRO:

il punto c. Si dice che, per x tendente a c, lziome y = f(x) ha per limite infinito

o lim f(X) =¥
SI SCrive  x®c se

comungue sia fissato un numero positivo M, arbitnarente grande, si puo
determinare, in corrispondenza ad esso, un intaompleto di ¢, contenuto in |,
tale che, per ogni x di tale intorno (escluso al pipunto x = c¢) si abbia

[f(x) - 1|>M

Siay = f(x) una funzione definita in un intornawaleto | del punto c, escluso al pit

3%

u




SCHEDA 3.4

4) f(x)=x°

DEFINIZIONE DEL LIBRO:

Sia y = f(x) una funzione definita in un intorndilinfinito. Si dice che, per x
tendente all'infinito, la funzione y = f(x) ha penite infinito e si scrive

m f() =¥~ __

comungue sia fissato un numero positivo M, arbitnarente grande, si puo
determinare, in corrispondenza ad esso, un intamiofinito, contenuto in |, tale
che, per ogni x di tale intorno si abbia

[f(x) - 1|>M




SCHEDA 4.1

1) Limite finito di una funzione per x che tende adh valore finito

sia ¥ = (X una funzione definita in un intorno del punto s;laso al piu il punto c.

f(x) tende ad assumere valori sempre piu vicinsa x si avvicina sempre di piu a c

La differenza in valore assoluto tra f(x) e il v@bdiventa sempre piu piccola per gli x cie
avvicinanosempre di piu a c

Fissato une >0 piccolo, la differenza in valore assoluto tra)f¢ il valorel diventa
minore diese xsi avvicinasempre di piu a c

Fissato ure>0 piccolo,[f(x)-1| < e per ogni
x | ]c-de,c+de, [ escluso al piu il punto ¢ (scrivig, perché dipende dal valorealile parentesi
quadre a rovescio indicano che il punto non e swiu

" ex), [f(x)-1]<e" x appartenente ad un intorno completo di ¢ del fipde, ,c+de, [, escluso al pig
il punto ¢ (cornde che dipende de)
y= 2x°- 8

Sia X-2

Campo di esistenzat 2
Dal grafico e dalla tabella si vede che pehesi avvicinaa 2,f(x) si avvicinasempre di piu a 8.

Possiamo verificare che la differenza in valorekge traf(x) e 8diventa sempre piu piccola per
gli x chesi avvicinanosempre di piu a 2 attraverso le tabelle o vemiftttache tale differenza in
valore assoluto diventa piu piccola di 0,1-0,00%er.x che si avvicina sempre di piu a 2

Possiamo ripetere quanto detto sopra per qualsi@asero positivo piccolo a piacere che
indichiamo core. Vedremo quindi che fissat>0, la differenza in valore assoluto tra f(x) e 8
diventa minore de se xsi avvicinasempre di piu a 2

Fissato ure>0, arbitrariamente piccolo,
[f(x)-8| < e per qualunque | ]2-de, 2+d,, [, escluso al piu il punto 2

" ex), [f(x)-8| <e" x appartenente ad un intorno completo di 2 del [#xd., ,2+de, [, escluso il
punto 2

Questo comportamento della funzione Questo compertitmdella funzione in
in un intorno del punto c si indica con un intorno del punto 2 si indica ci




SCHEDA 4.2

2) Limite finito di una funzione per x che tendelahfinito

Sia y = f(x) una funzione definita in un intornoxli

f(x) tende ad assumere valegmpre piu vicinal quando x tende a valori sempre piu grandi (o
sempre piu piccoli)

“La differenza in valore assoluto tra f(x) e il ge| diventa sempre piu piccola se x diventa sen
pit grande (o0 sempre piu piccolo)”

Fissato ure>0, arbitrariamente piccolo, per tutti i valorigjila distanza tra f(x) e il valore | divent
minore die se x diventa sempre piu grande (0 sempre piu jpicco

Fissato ure>0, arbitrariamente piccoldf(x)-1| <e per tutti i valori di x| ]- ¥ , Oe,, [E ]0e,, +¥ [

" g [f(x)-I|<e" x appartenente ad un intervallo del tip&]; Oe,, [E x| ]dk,, ¥ [ (conde che

dipende d&)
3x-1
. = -
Sia 2x-'5 Campo di esistenzat 5/2

Dal grafico o dalla tabella si vede che quardende a valori sempre piu grandi (o sempre piu
piccoli), f(x) si avvicinasempre di piu a 3/2 (cioe 1,5).

Verifichiamo che la differenza in valore assolutf(x) e 3/2 diventa sempre piu piccola per val
di x che diventano sempre piu grandi (0 sempre pitop)cattraverso le tabelle o “a mano”
vedendo che tale distanza diventa piu piccolaldiog)1-0,001.... quandoassume valori sempre
piu grandi (o sempre piu piccoli)

Possiamo ripetere quanto detto sopra per quatsiasero piccolo a piacere che indichiamo eon
Verificheremo quindi che, fissat»0, arbitrariamente piccolo, la differenza in valassoluto trd
(x) e 3/2 € minore d& sex assume valori sempre piu grandi (0 sempre pitop)cc

Fissato ure>0, arbitrariamente piccoldf(x)-3/2| <esex | - ¥ , G, [E ]de, +¥[

g [f(x)-3/2| <e" xappartenente ad un intervallo del tipo
]'¥,'de,,[EXI ]de,,"¥[

Questo comportamento della funzione inun  Quesimportamento della funziol
intorno di¥ si indica con la scrittura: In un intornoXisi indica con la

pre

a

scrittura;



SCHEDA 4.3

3) Limite infinito di una funzione per x che tendad un valore finito

sia ¥ = T(X) una funzione definita in un intorno del punto s;laso al piu il punto c.

f(x) tende ad assumere valori sempre piu grande(opre piu piccoli) per gli x che avvicinano
sempre dipiuac

Il valore assoluto di f(x) diventa maggiore di quajue numero prefissato per gli x cie
avvicinanosempre di pit a c

Fissato un M0, arbitrariamente grande, il valore assoluto diffliventa maggiore
di M se x savvicinasempre di piu a c

Comunque sia fissato una, arbitrariamente grandjgx)| >M per ogni
x | ]c-dw, ,c+dw, [ escluso al piu il punto c (scriviu, perché dipende dal valore di M; le parent
quadre a rovescio indicano che il punto non e swiu

" M>0, [f(x)|>M " x appartenente ad un intorno completo di ¢ del fgpdv, c+dw, [, escluso al pi
il punto ¢ (condw che dipende da M)
3
y:
Sia~  2X-1.Campo di esistenzat 1/2

Dal grafico e dalla tabella si vede che pehesi avvicinaa 1/2, i valori dif(x) diventano sempre
piu grandi (o sempre piu piccoli).

Si vede che il valore assoluto di f(x) diventa maggdi qualunque numero prefissato per gli x d
si avvicinanosempre di piu a ¥z attraverso le tabelle o verifiicache il valore assoluto di f(x)
diventa maggiore di 100-1000-10000...quando g avvicinancsempre di piu a ¥2

Possiamo ripetere quanto detto sopra per qualsi@sero positivo grande a piacere che indichia
con M. Vedremo quindi che fissatod, il valore assoluto di f(x) diventa maggiore dide xsi
awvicinasempre di piu a 1/2

Comunque sia fissato una, arbitrariamente grandj(x)| > M per qualunque
x!' 11/2-dw, 1/2+4dw [ (escluso al piu il punto %2)

" M>0, [f(x)[>M " x appartenente ad un intorno completo di 1/2igelJ/2-tv, 1/2+dwv[, escluso
al piu il punto 1/2 (comiv che dipende da M)

Questo comportamento della funzione Questo comperitmdella funzione
nel punto c si indica con la scrittura: nel puntd di/indica con la scrittura:

esi

S—

he

IMC




SCHEDA 4.4

4) Limite infinito di una funzione per x che tendall'infinito

sia Y= T(¥) una funzione definita in un intorno ¥i

f(x) tende ad assumere valori sempre piu grandetopre piu piccoli) per gli x che diventano
sempre piu grandi o sempre piu piccoli

Il valore assoluto di f(x) diventa maggiore di quajue numero prefissato per gli x che diventar
sempre piu grandi o sempre piu piccoli

Fissato un M0, arbitrariamente grande, il valore assoluto diffliventa maggiore
di M se gli x diventano sempre piu grandi o sengoepiccoli

Comunque sia fissato una, arbitrariamente grandjgx)| >M per ogni
x appartenente ad un intorno¥didel tipo ]¥,-du[E ]dw, +¥[ (scrivodw, perché dipende dal valo
di M; le parentesi quadre a rovescio indicano tpemnto non e incluso)

' M>0, [f(x)|>M " x appartenente ad un intorno¥ddel tipo ¥ ,-du[E ]dw, +¥[

Siay=x3

Dal grafico e dalla tabella si vede che pehe diventa sempre piu grande (o sempre piu mcol
valori dif(x) diventano sempre piu grandi (o0 sempre piu piccoli)

Si vede che il valore assoluto di f(x) diventa maggdi qualunque numero prefissato per gli x
diventano sempre piu grandi o sempre piu piccttiigizerso le tabelle o verificando che il valorg
assoluto di f(x) diventa maggiore di 100-1000-100@ando gli x diventano sempre piu grandi

sempre piu piccoli)

Possiamo ripetere quanto detto sopra per qualsi@asero positivo grande a piacere che indichig
con M. Vedremo quindi che fissatodd, il valore assoluto di f(x) diventa maggiore disé gli x
diventano sempre piu grandi o sempre piu piccoli

Comunque sia fissato una, arbitrariamente grandjx)| > M per ogni x appartenente ad un
intorno di¥ del tipo ]¥,-du[E Jduv, +¥[

" M>0, [f(x)[>M " x appartenente ad un intorno
di ¥ del tipo ]¥,-dv[E ]dw, +¥[

Questo comportamento della funzione in  Questo cotap®nto della funzione |

un intorno di¥si indica con la scrittura: un intorno ¥isi indica con la scrittura;
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SCHEDAS.1

1) sia f () =x°

lim f (x)

- Attraverso il grafico e attraverso la tabellalfatua ipotesi sul valore d® ©

X
fF(x)

-0,50
0,25

-0,2
0,04

-0,1
0,01

0
0

0,02
0,004

0,1
0,01

- Verifica la tua ipotesi algebricamente

f(x):ix+1
2) Sia

lim f(x)

- Attraverso il grafico e attraverso la tabellaléatua ipotesi sul valore d® ¥

4¢
3,
2




SCHEDA 5.2

1) Sia x-1

lim f (x)
- Attraverso il grafico e attraverso la tabellaléatua ipotesi sul valore d®P1

X
f(x)

0,50
15

0,75
1,75

0,85
1,85

0,9
1,9

0,99
1,99

1
indefinito

1,01
2,01

1,05
2,05

4
3

2

/

- Verifica la tua ipotesi algebricamente

2) siaf()=x"+4

lim f(x)
-9 Attraverso il grafico e attraverso la tabellaléatua ipotesi sul valore dP ¥




SCHEDA 6

Quali sono le ipotesi del tEOremMaA?.........ccoe e eeeee e

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA

_ lim f(x) =lim h(x) =1
Sappiamo che®c x®c :

Quindi sappiamo ché¢ si possono determinafé' ed, taliche .......cc....ooiid
Sia %e il minore trade €d, | Per ogni tale cheO ‘X' C‘ e saranno verificate

entrambe le disequazioni precedenti e quindi:




SCHEDA 7

Operazioni sui limiti
1)Limite della somma algebrica di funzioni:

Es:

lim(x+2)=3

x®1

limx=1 lim(2x+2) =4
1) x®1 x®1

- Cosa succede gquando uno dei limiti & infinittadro € finito?
Es:

1

im ==0

X® ¥ X 2

. . 1 . Xo+1
lim x =¥ lim (=+x) = lim =¥
X® ¥ X® ¥ X X®¥ X

- Cosa succede guando entrambi i limiti sono itfifma dello stesso segno, cioe
entrambi +¢ 0 entrambi ¥) ?

Es:
lim x=+¥
X® +¥
lim X2 = +¥ lim x+x2 = +¥
X® +¥ X® +¥

FORME INDETERMINATEHEindeterminate perché a seconda dei casi possoaadae risultato
un valore finitol o un valore¥). Si ha nel caso in cui un limite & e l'altro- ¥

Es:
Iimiz:+¥
X® 0 x
Iim-£:-¥ Iimi+(-£):lim-i:-¥
a) X® 0 x2 x®0x2 x2 x® 0 x2

lim x+1=+¥

X® +¥

lim (- X) =-¥ lim (x+1- x)= lim 1=1
b) x® +¥ X® +¥ X® +¥




